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Exercice
Soit n un entier naturel, on considère la fonction fn définie sur R par fn(x) =

{
0 si x ≤ 0
xne−x2 si x > 0

.

1. On a xn+2e−x2 →
x→+∞

0 donc fn(x) ∼
x→+∞

o
( 1

x2

)
.

2. fn est continue sur [0,+∞[ , fn(x) ∼
x→+∞

o
( 1

x2

)
et x 7→ 1

x2 est intégrable au voisinage de +∞, ainsi l’intégrale∫ +∞

0
fn(x)dx est convergente.

3. a) On a
∫ +∞

0
xe−x2

dx = −1
2

[
e−x2

]+∞

0
et I1 = 1

2 .

b) Soit a > 0 , par intégration par parties,on a∫ a

0
xn+2e−x2

dx = −1
2

∫ a

0
xn+1

(
e−x2

)′
dx

= −1
2

[
xn+1e−x2

]a

0
+ n+ 1

2

∫ a

0
xne−x2

dx

On fait tendre a vers +∞, on obtient In+2 = n+ 1
2 In

c) Soit k un entier naturel, on a I2k+1 = k.I2k−1, donc I2k+1 = k × (k − 1) × ...× 1 × I1 , ainsi I2k+1 = k!
2

d) On a I0 =
√
π

2 . Soit k un entier naturel, on a I2k = 2k − 1
2 I2k−2 , donc

I2k = 2k − 1
2 × 2k − 3

2 × ...× 1
2 × I0

= 2k × (2k − 1) × (2k − 2) × (2k − 3) × ...× 2 × 1
22(2k × 2(k − 1) × ...× 2) I0

= (2k)!
22k+1k!

√
π

Après simplification on obtient I2k = (2k)!
22k+1k!

√
π

Problème
Partie 1

Développement asymptotique de la suite (Hn)n≥1

1. a) On a

un − un+1 = Hn − ln(n) −Hn+1 + ln(n+ 1)

= ln(1 + 1
n

) − 1
n+ 1

De plus
ln(1 + 1

n
) = 1

n
− 1

2n2 + o( 1
n2 )

1



et
1

n+ 1 = 1
n

1
1 + 1

n

= 1
n

− 1
n2 + o( 1

n2 )

Par suite un − un+1 = 1
2n2 + o( 1

n2 ) et (un − un+1) ∼
n→+∞

1
2n2 .

b) Comme (un − un+1) ∼
n→+∞

1
2n2 alors (un − un+1) est positive à partir d’un certain rang , la série

∑
n≥1

1
n2

converge , par comparaison la série
∑

n≥1
(un − un+1) converge .

c) Soit Sn la somme partielle de la série
∑

n≥1
(un − un+1) . On a

Sn =
n∑

k=1
(uk − uk+1) = u1 − un+1

donc un = u1 − Sn−1 . La convergence de
∑

n≥1
(un − un+1) entraine la convergence de (Sn)n≥1et de la suite

(un)n≥1.

d) Soit n ≥ 2,et 1 ≤ k ≤ n− 1 . Pour t ∈ [k, k + 1] on a 1
k + 1 ≤ 1

t
≤ 1
k

ce qui donne

1
k + 1 ≤

∫ k+1

k

dt

t
≤ 1
k
.

Donc
n−1∑
k=1

1
k + 1 ≤

∫ n

1

dt

t
≤

n−1∑
k=1

1
k

ainsi
n∑

k=2

1
k

≤ lnn ≤
n−1∑
k=1

1
k

e) D’après d) Hn−1 ≤ lnn ≤ Hn− 1
n , donc 1

n ≤ Hn−ln(n) ≤ 1 , par passage à la limite on obtient 0 ≤ γ ≤ 1 .

2. a) D’après c) on a un = u1 − Sn−1 et u1 = 1 de plus un − un+1 = ln
(
n+ 1
n

)
− 1
n+ 1 , donc

un = 1 −
n−1∑
k=1

ln(1 + 1
k

) − 1
k + 1

= 1 +
n∑

k=2

1
k

− ln( k

k − 1)

Par passage à la limite on obtient γ = 1 +
+∞∑
n=2

(
1
n

− ln
(

n

n− 1

))
.

b) vn = un − γ =
n∑

k=2

1
k − ln( k

k−1 ) −
+∞∑
k=2

1
k − ln( k

k−1 ), donc vn =
+∞∑

k=n+1

(
ln
(

k

k − 1

)
− 1
k

)
c’est le reste de

la série
∑

k≥2

(
ln
(

k
k−1

)
− 1

k

)
.

c) On a

ln
(

k

k − 1

)
− 1
k

= − ln
(

1 − 1
k

)
− 1
k

= 1
2k2 + o( 1

k2 )
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donc ln
(

k
k−1

)
− 1

k ∼
n→+∞

1
2k2 , les deux séries

∑
ln
(

k
k−1

)
− 1

k et
∑ 1

2k2 convergents donc les restes sont

équivalents , ce qui donne vn ∼
n→+∞

+∞∑
k=n+1

1
2k2 , ainsi

vn ∼
n→+∞

1
2n

car si α > 1 alors
+∞∑

k=n+1

1
kα ∼

n→+∞
1

(α−1)nα−1 .

On a vn = 1
2n + o( 1

n ) donc Hn = ln(n) + γ + vn = ln(n) + γ + 1
2n + o

( 1
n

)
.

3. On pose pour tout entier naturel non nul n ; wn = un − γ − 1
2n .

a) On a
wn+1 − wn = un+1 − un + 1

2n − 1
2(n+ 1)

et
un − un+1 = ln(1 + 1

n
) − 1

n+ 1
donc

wn+1 − wn = − ln(1 + 1
n

) + 1
2(n+ 1) + 1

2n.

Comme
ln(1 + 1

n
) = 1

n
− 1

2n2 + 1
3n3 + o( 1

n3 )

et
1

n+ 1 = 1
n

1
1 + 1

n

= 1
n

− 1
n2 + 1

n3 + o( 1
n3 )

alors

wn+1 − wn =
(

− 1
n

+ 1
2n2 − 1

3n3

)
+
(

1
n

− 1
2n2 + 1

2n3

)
+ o( 1

n3 )

= 1
6n3 + o( 1

n3 )

et wn+1 − wn ∼
n→+∞

1
6n3 .

b) On a

1
n2 − 1

(n+ 1)2 = 1
n2

(
1 −

(
1 + 1

n

)−2
)

= 1
n2

(
1 −

(
1 − 2

n
+ o( 1

n
)
))

= 2
n3 + o( 1

n3 )

donc
1
n2 − 1

(n+ 1)2 ∼
n→+∞

2
n3

les deux séries
∑ 1

n2 − 1
(n+1)2 ,

∑ 2
n3 convergent donc les restes sont équivalents , de plus

+∞∑
k=n+1

(
1
k2 − 1

(k + 1)2

)
= lim

N→+∞

N∑
k=n+1

(
1
k2 − 1

(k + 1)2

)
= lim

N→+∞

(
1

(n+ 1)2 − 1
(N + 1)2

)
= 1

(n+ 1)2
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Ainsi
+∞∑
k=n

1
k3 ∼

n→+∞

1
2n2

c) On a pour tout entier naturel non nul n,

wn = un − γ − 1
2n et wn+1 − wn ∼

n→+∞

1
6n3

donc la série
∑

(wn+1 − wn) converge.

Remarquons que la somme partielle
n−1∑
k=1

(wk+1 − wk) = wn − w1 et wn →
n→+∞

0 donc

+∞∑
k=1

(wk+1 − wk) = −w1

et le reste
+∞∑
k=n

(wk+1 − wk) ∼
n→+∞

1
6

+∞∑
k=n

1
k3

donc
+∞∑
k=n

(wk+1 − wk) = 1
12n2 + o( 1

n2 ).

Des relations
+∞∑
k=1

(wk+1 − wk) = −w1

=
n−1∑
k=1

(wk+1 − wk) +
+∞∑
k=n

(wk+1 − wk)

= wn − w1 + 1
12n2 + o( 1

n2 ).

on a
wn = −1

12n2 + o( 1
n2 ).

Comme Hn = wn + ln(n) + γ + 1
2n alors

Hn = ln(n) + γ + 1
2n − 1

12n2 + o
( 1

n2

)

4. Pour tout entier naturel non nul n, on note mn = min {k ∈ N∗ | Hk ≥ n} et on pose εn = 1
2n + o

( 1
n

)
.

a) Comme la suite (Hk)k≥1 est croissante et tend vers l’infini, alors l’ensemble {k ∈ N∗ | Hk ≥ n} est une
partie infinie de N∗ et admet donc un plus petit élément.

b) Par définition de mn on a Hmn
≥ n et Hmn−1 < n . De la question 1)d) on a n ≤ Hmn

≤ lnmn + 1 donc
en−1 ≤ mn et mn →

n→+∞
+∞ .

De la question 2) c) on a Hn = ln(n) + γ + εn donc

ln(mn) + γ + εmn
≥ n et ln(mn − 1) + γ + εmn−1 < n

Ainsi exp (n− γ − εmn
) ≤ mn < 1 + exp (n− γ − εmn−1)
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c) La relation précédente donne

exp (−εmn) ≤ mn

exp (n− γ) < exp (−n+ γ) + exp (−εmn−1)

Comme εmn →
n→+∞

0 alors mn

exp (n− γ) →
n→+∞

1 et mn ∼
n→+∞

exp (n− γ) .

d) La question b) donne

exp
(
n+ 1 − γ − εmn+1

)
1 + exp (n− γ − εmn−1) <

mn+1

mn
<

1 + exp
(
n+ 1 − γ − εmn+1−1

)
exp (n− γ − εmn

)

après simplification

exp
(
1 − εmn+1

)
exp (−n+ γ) + exp (−εmn−1) <

mn+1

mn
<

exp (−n+ γ) + exp
(
1 − εmn+1−1

)
exp (−εmn

)

Le théorème d’encadrement donne lim
n→+∞

mn+1

mn
= e .

Partie 2
Étude de deux exemples de séries de fonctions

1. a) Soit x ∈ ]0,+∞[ et n ∈ N∗, la fonction t 7→ 1
tx

est décroissante sur [n, n+ 1] ,donc pour t dans [n, n+ 1] on
a

1
(n+ 1)x

≤ 1
tx

≤ 1
nx

et
1

(n+ 1)x
≤
∫ n+1

n

1
tx
dt ≤ 1

nx

ainsi ϕn(x) = 1
nx

−
∫ n+1

n

1
tx
dt ≥ 0 et 1

(n+ 1)x
− 1
nx

≤
∫ n+1

n

1
tx
dt− 1

nx
≤ 0 .

Ce qui donne 0 ≤ ϕn(x) ≤ ψn(x) .

b) Soit x ∈ ]0,+∞[ , on a
n∑

k=1
ψk(x) = 1 − 1

(n+ 1)x

donc la série
∑

k≥1
ψk(x) converge . Comme 0 ≤ ϕn(x) ≤ ψn(x) , alors

∑
k≥1

ϕk(x) converge aussi.

Ainsi la série
∑

n≥1
ϕn converge simplement sur ]0,+∞[.

c) La fonction t 7→ 1
tx

est continue sur sur [n, n+ 1] donc la fonction x 7→
∫ n+1

n

1
tx
dt est continue sur ]0,+∞[

par suite ϕn est continue sur ]0,+∞[ .
Soit a > 0 montrons la convergence uniforme de

∑
n≥1

ϕn sur [a,+∞[ :

Pour x ∈ [a,+∞[ on a

0 ≤
+∞∑

k=n+1
ϕk(x) ≤

+∞∑
k=n+1

ψk(x) = 1
(n+ 1)x

ce qui donne

sup
x∈[a,+∞[

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1
ϕk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ 1
(n+ 1)a

1
(n+ 1)a

→
n→+∞

0 donc
∑

n≥1
ϕn converge uniformément sur [a,+∞[ .

D’après le théorème de continuité des séries de fonction on a ϕ est continue sur [a,+∞[ , ceci étant valable
pour tout a > 0 donc ϕ est continue sur ]0,+∞[ .
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d) i) Soit x ∈ ]1,+∞[ , la série
∑
n≥1

1
nx

et l’intégrale
∫ +∞

1

1
tx
dt convergent donc

+∞∑
n=1

ϕn(x) =
+∞∑
n=1

1
nx

−
∫ +∞

1

1
tx
dt

= ζ(x) + 1
1 − x

ce qui donne K(x) = ϕ(x) .
ii) La série de fonctions

∑
n≥1

ϕn converge uniformément sur ]1,+∞[ et

lim
x→1

>

ϕn(x) = 1
n

−
∫ n+1

n

1
t
dt

le théorème d’interversion des limites assure que ϕ admet une limite L en 1 à droite , avec

L =
+∞∑
n=1

(
1
n

−
∫ n+1

n

1
t
dt

)

iii) Comme ζ(x) + 1
1 − x

→
x→1

>

L alors (x− 1)ζ(x) →
x→1

>

1 et ζ(x) ∼ 1
x− 1 au voisinage de 1 à droite .

2. a) Soit x ∈ ]0,+∞[ , la série
∑
n≥1

(−1)n

nx
vérifie le CSSA (critère spécial des séries alternées) donc converge .

Ainsi la série de fonctions
∑

n≥1
fn converge simplement sur ]0,+∞[.

b) On a fn(x) →
x→0

>

(−1)n, si la série
∑

n≥1
fn converge uniformément sur ]0,+∞[ , le théorème d’interversion

des limites entraine la convergence de la série
∑

(−1)n ce qui est absurde , donc
∑

n≥1
fn ne converge pas

uniformément sur ]0,+∞[ .
c) Soit a > 0 et x ∈ [a,+∞[

f ′
n(x) = (−1)n+1 lnn

nx

Posons gx : t → ln t
tx

, x est un paramètre strictement positif, gx est définie sur [1,+∞[ .

On a g′
x(t) = (1 − x ln t)

tx+1 , gx est décroissante sur l’intervalle
[
e 1

x ,+∞
[
, a fortiori sur

[
e 1

a ,+∞
[

, et
gx(t) →

t→+∞
0.

Ainsi il existe un rang n0tel que la série
∑

n≥n0

f ′
n(x) vérifie le CSSA , ce qui donne la majoration du reste

sur [a,+∞[ : ∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1
(−1)k+1 ln k

kx

∣∣∣∣∣ ≤ ln(n+ 1)
(n+ 1)x

≤ ln(n+ 1)
(n+ 1)a

donc

sup
x∈[a,+∞[

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1
(−1)k+1 ln k

kx

∣∣∣∣∣ ≤ ln(n+ 1)
(n+ 1)a

→
n→+∞

0,

d’où la convergence uniforme de
∑

n≥1
f ′

n sur [a,+∞[

d) Soit a > 0, on a : fn de classe C1sur [a,+∞[ ,
∑

n≥1
f ′

n converge uniformément sur [a,+∞[ et
∑

n≥1
fn converge

simplement sur [a,+∞[ . Le théorème de dérivabilité des séries de fonctions montre que f est de classe

C1sur [a,+∞[ et f ′(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 ln(n)
nx . Ceci est valable pour tout a > 0,donc :

f est de classe C1sur ]0,+∞[ et f ′(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 ln(n)
nx
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3. a) Soit n ≥ 1et x ∈ ]1,+∞[, on partage la somme suivant les indices pairs et impairs

2n∑
k=1

1
kx

= 1
2x

n∑
k=1

1
(2k)x +

n∑
k=1

1
(2k − 1)x

= 1
2x

n∑
k=1

1
kx

+
n∑

k=1

1
(2k − 1)x

b) Soit n ≥ 1 et x ∈ ]1,+∞[, de la même manière que la question a) on obtient

2n∑
k=1

(−1)k

kx
= 1

2x

n∑
k=1

1
kx

−
n∑

k=1

1
(2k − 1)x

c) Soit n ≥ 1 et x ∈ ]1,+∞[, de la question a) on a :

n∑
k=1

1
(2k − 1)x

=
2n∑

k=1

1
kx

− 1
2x

n∑
k=1

1
kx

on replace dans la relation de la question b) on obtient

2n∑
k=1

(−1)k

kx
= 1

2x−1

n∑
k=1

1
kx

−
2n∑

k=1

1
kx

Le passage à la limite donne f(x) =
(
21−x − 1

)
ζ(x)

4. a) On a

21−x − 1 = e(1−x) ln 2 − 1 = − ln (2) (x− 1) + ln2(2)
2 (x− 1)2 + o((1 − x)2)

b) D’après 1)d)ii) on a ζ(x) + 1
1−x →

x→1
>

L ∈ R donc ζ(x) = 1
x−1 +L+ o(1) , avec

L =
+∞∑
n=1

(
1
n

−
∫ n+1

n

1
t
dt

)
.

Précisons cette limite :

L =
+∞∑
n=1

(
1
n

− ln
(
n+ 1
n

))

=
+∞∑
n=2

(
1

n− 1 − ln
(

n

n− 1

))

=
+∞∑
n=2

(
1

n− 1 − 1
n

)
+

+∞∑
n=2

(
1
n

− ln
(

n

n− 1

))

On a
+∞∑
n=2

(
1

n−1 − 1
n

)
= 1 ( série télescopique ) et

+∞∑
n=2

(
1
n − ln

(
n

n−1

))
= γ − 1 ( Partie1 question 2) a)),

donc L = γ .
Calculons le développement limité à l’ordre 1 de f(x), en 1 à droite :

f(x) =
(
21−x − 1

)
ζ(x)

=
(

− ln (2) (x− 1) + ln2(2)
2 (x− 1)2 + o((1 − x)2)

)(
1

x− 1 + γ + o(1)
)

=
(

− ln (2) + ln2(2)
2 (x− 1) + o(x− 1)

)
(1 + γ(x− 1) + o(x− 1))

Ce qui donne

f(x) =
x→1

>

− ln (2) +
(

ln2(2)
2 − ln (2) γ

)
(x− 1) + o(x− 1)
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c) f est de classe C1 sur ]0,+∞[ , la formule de Taylor -Young en 1 à l’ordre 1 s’écrit :

f(x) = f(1) + f ′(1)(x− 1) + o(x− 1)

Par unicité du développement limité on a f(1) = − ln (2) et f ′(1) = ln2(2)
2 − ln (2) γ , or

f(1) =
+∞∑
n=1

(−1)n

n
et f ′(1) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1 lnn
n

donc
+∞∑
n=1

(−1)n

n
= − ln (2) et

+∞∑
n=1

(−1)n−1 lnn
n

= ln (2)
(

ln(2)
2 − γ

)
.

Partie 3
Calcul d’une intégrale

1. Observons que

In,k =
∫ n

0
ln(u)

(
1 − u

n

)(
1 − u

n

)k−1
du

=
∫ n

0
ln(u)

(
1 − u

n

)k−1
du+

∫ n

0

(
−1
n

)
(u ln(u))

(
1 − u

n

)k−1
du

donc

In,k = In,k−1 +
∫ n

0

(
−1
n

)
(u ln(u))

(
1 − u

n

)k−1
du

2. On a : ∫ n

0

(
−1
n

)
(u ln(u))

(
1 − u

n

)k−1
=

∫ n

0
(u ln(u))

[
1
k

(
1 − u

n

)k
]′

du

=
[

1
k
u ln(u)

(
1 − u

n

)k
]n

0︸ ︷︷ ︸
=0

− 1
k

∫ n

0
(ln(u) + 1)

(
1 − u

n

)k

du

= −In,k

k
− 1
k

∫ n

0

(
1 − u

n

)k

du

= −In,k

k
− n

k(k + 1)

ce qui donne
k + 1
k

In,k = In,k−1 − n

k(k + 1)

3. a) On a k+1
k In,k = In,k−1 − n

k(k+1) et Jn,k = (k + 1)In,k donc Jn,k = Jn,k−1 − n

k + 1
b) On somme la relation précédente pour k entre 1 et n, on obtient :

Jn,n = Jn,0 − n

n∑
k=1

1
k + 1

On a Jn,n = (n+ 1)In,

n

n∑
k=1

1
k + 1 = n

n+1∑
k=2

1
k

= nHn − n+ n

n+ 1
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et

Jn,0 = In,0

=
∫ n

0
ln(u)du

= [u ln(u) − u ]n0
= n ln(n) − n

donc (n+ 1)In = n ln(n) − n− nHn + n− n
n+1 , ainsi In = − n

n+ 1un − n

(n+ 1)2

4. a) Soit t ∈ [0, 1] posons ϕ(t) = e−t + t− 1, on a ϕ′(t) = 1 − e−t ≥ 0 , ϕ est croissante sur [0, 1] et ϕ(0) = 0 ,
donc ϕ est positive sur [0, 1] .

Soit u dans [0, n] alors u
n ∈ [0, 1] et ϕ( u

n ) ≥ 0 donc 1 − u
n ≤ e− u

n ce qui donne
(

1 − u

n

)n

≤ e−u .

b) Soit fn et f définies sur ]0,+∞[ par : fn(x) =
{

0 si n ≤ x

− ln(x)
(
1 − x

n

)n si 0 < x ≤ n
, f (x) = (− ln x)e−x

On applique le théorème de la convergence dominée :

— fn est nulle sur [n,+∞[ donc elle est intégrable sur ]0,+∞[ .

— Soit x ∈ ]0,+∞[ pour tout n ∈ N , n ≥ x on a

fn(x) = − ln(x)
(

1 − x

n

)n

et
(

1 − x

n

)n

→
n→+∞

e−x

donc fn(x) →
n→+∞

− ln(x)e−x .Par suite la suite de fonctions (fn)n≥1 converge simplement sur ]0,+∞[
vers f .

— Si 0 < x ≤ n on a
(
1 − x

n

)n ≤ e−x donc |fn(x)| ≤ |ln x| e−x = |f(x)| , inégalité qui est aussi valable sur
[n,+∞[ .
La fonction f est intégrable sur ]0,+∞[ car : f(x) =

x→+∞
o( 1

x2 ) et f(x) =
x→0

o( 1
x

1
2

) .
Ainsi les fn sont dominées sur ]0,+∞[ par une fonction intégrable.

Le théorème de la convergence dominée donne lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn(u)du =

∫ +∞

0
f(u)du , qui s’écrit :

lim
n→+∞

∫ n

0
(− ln u)

(
1 − u

n

)n

du =
∫ +∞

0
(− ln u)e−udu.

c) On a
∫ n

0
(− ln u)

(
1 − u

n

)n

du = −In. D’après 3)b) In = − n
n+1un − n

(n+1)2 donc
lim

n→+∞
In = − lim

n→+∞
un = −γ .

D’où
∫ +∞

0
(− ln u)e−udu = γ .

Partie 4
Application a la loi de Gumbel

Soit g la fonction définie sur R par g(t) = exp (−t− e−t).

1. a) Remarquons que g est continue et positive sur R et (exp (−e−t))′ = e−t exp (−e−t) = g(t).
Soit x ∈ R on a ∫ x

0
g(t)dt = exp

(
−e−x

)
− e−1
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comme lim
x→+∞

exp (−e−x) = 1 et lim
x→−∞

exp (−e−x) = 0 alors g est intégrable sur les intervalles [0,+∞[

et ]−∞, 0] avec
∫ +∞

0
g(t)dt = 1 − e−1et

∫ 0

−∞
g(t)dt = e−1 . Ainsi l’intégrale

∫ +∞

−∞
g(t)dt converge et∫ +∞

−∞
g(t)dt = 1 .

b) La fonction g est continue positive sur R et
∫
R
g(t)dt = 1 donc c’est la densité d’une variable aléatoire X .

c) Soit x ∈ R, par définition

FX(x) = P (X ≤ x) =
∫ x

−∞
g(t)dt∫ x

−∞
g(t)dt = exp (−e−x) − lim

x→−∞
exp (−e−x) donc FX(x) = exp (−e−x)

2. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la fonction t 7→ tg(t) est intégrable sur R dans ce
cas

E(X) =
∫ +∞

−∞
tg(t)dt

Soit x ∈ R , on fait le changement u = e−t dans l’intégrale
∫ x

0
tg(t)dt on obtient

∫ x

0
tg(t)dt =

∫ e−x

1
(− ln u) exp (ln u− u) −du

u

=
∫ 1

e−x

(− ln u)e−udu

la fonction u 7→ (− ln u)e−u est intégrable sur ]0,+∞[ donc elle l’est sur ]0, 1] et sur [1,+∞[ ,ce qui donne la

convergence des intégrales
∫ +∞

0
tg(t)dt et

∫ 0

−∞
tg(t)dt avec

∫ +∞

0
tg(t)dt =

∫ 1

0
(− ln u)e−udu et

∫ 0

−∞
tg(t)dt =

∫ +∞

1
(− ln u)e−udu .

Ainsi l’intégrale
∫ +∞

−∞
tg(t)dt converge et X admet donc une espérance et

E(X) =
∫ +∞

−∞
tg(t)dt

=
∫ +∞

0
tg(t)dt+

∫ 0

−∞
tg(t)dt

=
∫ +∞

0
(− ln u)e−udu

D’après la question 4)c)de la Partie 3) on a E(X) = γ

3. a) On a FX1(x) =
∫ x

−∞
θ(t) dt .Si x < 0 alors FX1(x) = 0 et si x ≥ 0 alors FX1(x) =

∫ x

0 e−t dt = 1 − e−x.

D’où FX1(x) =
{

0 si x < 0
1 − e−x si x ≥ 0

.

b) Soit x ∈ R , FMn
(x) = P (Mn ≤ x) , on a

Mn ≤ x ⇔ Xi ≤ x ∀i ∈ J1, nK

donc [Mn ≤ x] =
n⋂

i=1
[Xi ≤ x] , l’indépendance des variables X1, X2 . . . .Xn donne

P (Mn ≤ x) =
n∏

i=1
P (Xi ≤ x),
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donc

FMn
(x) =

n∏
i=1

FXi
(x).

Comme les variables X1, X2 . . . .Xn suivent la même loi donc elles ont la même fonction de répartition , par
suite

FMn(x) = (FX1(x))n =
{

0 si x < 0
(1 − e−x)n si x ≥ 0

Soit x ∈ R , FGn
(x) = P (Gn ≤ x) = P (Mn − ln(n) ≤ x) , donc

FGn
(x) = FMn

(x+ ln(n)) =

 0 si x < − ln(n)

(1 − e−x

n
)n si x ≥ − ln(n)

.

4. FX est continue sur R .
Soit x ∈ R , pour tout n ≥ e−x on a FGn

(x) = (1 − 1
n e−x)n, donc FGn

(x) →
n→+∞

exp(−e−x).
Ainsi FGn

(x) →
n→+∞

FX(x) en tout point x de continuité de FX , donc la suite (Mn − lnn)n≥2converge en loi
vers X.
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