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Exercice

0 siz <0

Soit n un entier naturel, on consideére la fonction f, définie sur R par f,(z) = S .
e  siz>0

1. Onaz"t2e ™ — Odonc | fo(z) ~ o( )|
T—r+00 T——+00

1
2. f, est continue sur [0, +o0[ , fn(z) ~ o (—) et z — — est intégrable au voisinage de +00, ainsi l'intégrale
x

r——+00

+oo
/ fn(x)dz est convergente.
0

71 “+ o0

o0 R )
3. a) Ona/ xefzdo::—[e*m} et|I; = 3|
0 2 0
b) Soit a > 0, par intégration par parties,on a
@ 2 -1 [ 2\’
/ " e dr = — P (e*‘” ) dz
0 2 Jo

— ;1 [zn+1efx2]a 4 n+1 azneszdI
2 0 2 0

n+1
2

On fait tendre a vers +oo, on obtient | [,, 1o = I,

c) Soit k un entier naturel, on a Ispi1 = k.Jog—1, done Ioppy =k X (k—1) X ... x 1 X I} , ainsi

2k —1
d) Onaly= g Soit k un entier naturel, on a Iy = I5;_o , donc
2k—1 2k-3 1
Ly = 5 X 5 ><...><§><IO

2k x 2k —1)x 2k—2) x (2k—3) x ... x2x 1
B 22(2k x 2(k —1) X ... X 2) 0
(2k)!

= VT

2k)!
Apres simplification on obtient | Io = QQ(TEM\/;

Probleme
Partie 1

Développement asymptotique de la suite (Hn)nZl

1. a) Ona
Up —Unt1 = Hp,—In(n)— Hy,11+In(n—+1)
1 1
= ln(l-i-*)—n_F1
De plus
In(1 %) = % - 277112 Jro(%)

Ipi1 = =




b)

d)

b)

et

Par suite u, — upy1 =

Comme (U, — Upt1)

2n2

1 1 1 1 1 n ( )
= — P R N — O
n+l nl+L n n2 n2
1 1
+ o(ﬁ) et | (up — Unt1) oo o2

converge , par comparaison la série Y (un — tny1) converge .

n>1

Soit S, la somme partielle de la série > (u, — tp11) - On a

donc u, = u; — S,_1 . La convergence de

(Un)nzr

Soitn>2et 1<k <n-—1.Pourte[k,k+1lona

Donc

ainsi

n>1

Sp = (Uk — Uk41) = U1 — Up41

NRRANGE

n>1

[\

L1
k+1 t

k+1dt 1
7</ @ 1
PR AR

—_

1 .
< z ce qui donne

~ = alors (uy — 1) est positive & partir d’ tai la série Y L
oo 27’],2 alors (un Up+41) €SU POSILIVE a partir un certain rang , la serie )

n>1

(un — Upy1) entraine la convergence de (S,,), - et de la suite

D’apresd) H,—1 <Inn < H,,— %, donc % < H,—In(n) <1, par passage & la limite on obtient .

D’apres ¢) on a u,, = ug

1
— Sp—1 et ug =1 de plus u, — up41 =1n (n+ )

n
n—1 1 1
. o= 1-31 -
U Zn(lJrk) P
k=1
"1 k
-1 .
+kZ:2k ey

—+o0
1
Par passage a la limite on obtient |y =1+ E < —1In < n )) .
n

k
la série > (ln (%) -
On a

n—1
n=2

1
n+1

, donc

c’est le reste de



3.

donc In (kk1> — %~ gtz , les deux séries Y In (%) — % et Y 5tz convergents donc les restes sont

n—-+o0o
+oo
équivalents , ce qui donne v,, ~ E —— ainsi
n—-+oo 2k2
k=n-+1
1
n—+oo 2n
+oo
1 1

carsia > 1lalors > &

~ 7 AN o —1 -
e G

Ona v, = 5 +o(L) donc|H, =In(n) + v+ v, =In(n) + v+ % + o ()|

On pose pour tout entier naturel non nul n; w, = u, — vy — L

%.
a) Ona
1 1
wn-‘rl_wn:un+l_un+%_m
et 1 1
n n —1 1 ) =
Un = Un1 = In( +n) n+1
donc
In(1+—)+ ! !
Wbt = W = 7 2+ 1) " 2n
Comme ) ) ) )
n(l4+=)=-— — 4 — +o(=
n( +n) n  2n2 3n3+0( 3)
et
S B
n+1 nl—&—%
1 1 1
= n e tm )
alors
_ 1 + 1 1 n 1 1 n 1 +of 1)
Wntl = Wn = n  2n?  3n3 n  2n?  2n3 A
1 1
- Gﬁ—l—o(n‘g)
. 1
b) Ona
1 1 1 L1 -
n2 (n+1)2 n2 n
1 2 1
= J— 1_7 _
n( ( s o)
2
= ni—’_ )
donc

1 1 2
n?  (n+1)2 notoo n3

les deux séries Y -3 — m, > % convergent donc les restes sont équivalents , de plus

> () - i Y (B i)

k=n-+1 k=n-+1

. 1 1
= i <(n+1)2 - (N+1)2>
1
(n+1)2



Ainsi

Lo L
k3 n—too 2n2
k=n
c) On a pour tout entier naturel non nul n,
Wn =Un =7 2n o Wnt1 = Wn n—+oo 6n3
donc la série > (wp41 — wy,) converge.
n—1
Remarquons que la somme partielle Z (i1 —wg) =w, —wy et w, — 0 donc
o1 n—-4oo
+o00
Z (wk+1 - wk) = —wy
k=1
et le reste
+o00 1 +oo 1
D (s —w) o~ =) g
k=n k=n
donc
JFZOO (Wrt1 —wy) = L o(i).
12n2 n2
k=n
Des relations
+oo
S (Wi —wr) = —wy
k=1
n—1 “+o00
= Z (Wrg1 — w) + Z (Wrs1 — wi)
k=1 k=n
1 1
= wn—wit o o(ig):
on a
o)
Wy, = ——= + o(—
" 12n2 n?

Comme H,, = wy, +In(n) + 7 + 5- alors

Hy =In(n) + 7+ 55 — 3 +0(55)

Pour tout entier naturel non nul n, on note m,, = min {k € N* | H; > n} et on pose &, = 5= + o (1).

a) Comme la suite (Hy),-, est croissante et tend vers I'infini, alors I’ensemble {k € N* | Hy > n} est une
partie infinie de N* et admet donc un plus petit élément.

b) Par définition de m,, on a H,, > mn et H,, 1 <n . De la question 1)d) on an < H,, <Inm, + 1 donc
e" 1 <m,etm, — +oco.

n—-+4oo

De la question 2) ¢) on a H,, = In(n) 4+~ + &, donc

In(my) +v+em, >net In(m, —1)+5y+em, -1 <n

Ainsi’exp (n—vy—¢em,)<mp<l4+exp(n—~vy-— Emn,l)‘




La relation précédente donne

m
exp (—em,,) < WTL_’Y) <exp(—n+7v)+exp(—em,—1)
my,
Comme Emn, nﬁjoo 0 alors m nj»oo 1et my, nﬁ;\;oo exp (n — ’Y) .

La question b) donne

exp(n—l—l—'y—amnH) < Mp+1 < 1+exp(n+1—fy—gmn+l,1)
]-Jf_exp(n_’y_smnfl) M, exp(n_’y_gmn)

apres simplification

exp (1 = €mpsn) _Mnsr _ X+ ) +exp (1= emy-)
exp (—n + ) + exp (—&m, —1) o exp (—em,,)
PR 5 . Mp+1
Le théoreme d’encadrement donne lim =e

n—+0o My,

Partie 2

Etude de deux exemples de séries de fonctions

1
Soit = € ]0,4+o00[ et n € N*, la fonction ¢ — " est décroissante sur [n,n + 1] ,donc pour ¢ dans [n,n + 1] on

a
1 1 1
S S G
(n+ 1) — =~ n=
° 1 ntl g 1
— < / —dt < —
(n+ 1) n 1" n®
1 ntlq 1 1 ntlg 1
ainsi @p (1) = — — —dt>0et —— — — < —dt——<0.
ne n 1T (n+1)* n® n 1" ne

Ce qui donne ’ 0 < n(z) < y(x) ‘ .

Soit € ]0,4+o00[ , on a

" 1
;W(x) = 1—m

donc la série Y ¢y (x) converge . Comme 0 < ¢, () < ¢, (x) , alors > () converge aussi.
k>1 k>1

Ainsi la série > ¢, converge simplement sur ]0, +o0[.
n>1

1 K|
La fonction t — " est continue sur sur [n,n + 1] donc la fonction z — / ﬁdt est continue sur |0, +o00|
n

par suite ¢, est continue sur |0, 4o00].

Soit @ > 0 montrons la convergence uniforme de > ¢, sur [a, +00] :
n>1

Pour z € [a,+00[ on a

“+oo “+oo
1
0< Y wr(@) < Y tul(r) = ——
k=n+1 k=n+1 (n + 1)
ce qui donne
00 1
sup or(@)| < ——
z€[a,+00] k:;—i—l (n + 1)

1 . .
F 1)« e 0 donc ngl ©p, converge uniformément sur [a, +o0[ .

D’apres le théoréeme de continuité des séries de fonction on a ¢ est continue sur [a, +0o[, ceci étant valable

pour tout a > 0 donc ¢ est continue sur |0, +o0o].



d)

a)

b)

d)

1 teoq
i) Soit x € |1, +00] , la série Z v et l'intégrale /1 t—zdt convergent donc
n>1

+oo +00

1 1
I
el n 1 t
1

= (@) +

+oo
Z Pn(x)

11—z
ce qui donne | K(x) = ¢(x) |

ii) La série de fonctions > ¢, converge uniformément sur |1, +oo] et
n>1

Yim on () = 2 = / 7

>

le théoreme d’interversion des limites assure que ¢ admet une limite L en 1 a droite , avec
+oo n+1
1 1
L = - — —dt
YL
n=1

T2 o L alors (z — 1)((x) el let|{(z)~ -
> >

iii) Comme ((x) + 7 au voisinage de 1 & droite |

—1)"
Soit x € |0, +o00[, la série Z ( x) vérifie le CSSA (critére spécial des séries alternées) donc converge .
n>1

Ainsi la série de fonctions Y f,, converge simplement sur 0, 4+o0].
n>1

Ona fu(x) e (=)™, si la série > f, converge uniformément sur ]0, +oo[ , le théoréme d’interversion
n>1
K >

des limites entraine la convergence de la série Y (—1)" ce qui est absurde , donc > f, ne converge pas
n>1
uniformément sur ]0, +oo|.

Soit a > 0 et z € [a, +00]
nplnn

fu(@) =(=1)

nI

Int
Posons g, : t — el x est un parameétre strictement positif, g, est définie sur [1,+oo| .

(1—-zlnt)

On a ¢.(t) = s

Ainsi il existe un rang notel que la série > f/ (x) vérifie le CSSA |, ce qui donne la majoration du reste

, gz est décroissante sur l'intervalle [e%,—i—oo [, a fortiori sur [e%,—&—oo[ , et

n>ngo
sur [a,+oo] :
+oo
Z (_1)k+1M < In(n+1) < In(n+1)
Rt k= (n+1)* (n+ 1)@
donc N
Sup Z (*1)’”1% < In(n+1)
w€latool [, 504 kx (n+ 1)‘1 n—+o0

d’ot la convergence uniforme de > f/ sur [a, +00[
n>1

Soit a > 0, on a : f,, de classe Clsur [a,+oo[, > f/ converge uniformément sur [a, +ool et > f, converge
n>1 n>1
simplement sur [a,4o0o[ . Le théoréme de dérivabilité des séries de fonctions montre que f est de classe
—+o00
Clsur [a, +oof et f/(z) = (—1)”_112(—?) . Ceci est valable pour tout a > 0,donc :

n=1

“+oo
_11n(n)
1 / _ _1\n—1
[ est de classe C'sur |0, +oo] et f/(z) = ,?:1( 1) —




b)

b)

Soit n > let « € |1, +o0[, on partage la somme suivant les indices pairs et impairs

2n

1
Sk -
k=1

02|
MS

1
2%

T
k

1

TTM:

n
I*Z 2k;—1
k::1

1 n
/?Jrzl 2k—1

Soitn >1et x €]1,400[, de la méme maniére que la question a) on obtient

1
ka_kz (2k —1)*

2n

> G

k=1

Soit n >1etx €]1,+00[, de la question a) on a :

Le passage a la limite donne

On a

2n

i 1 1 w1
221%71 D E Tyl

on replace dans la relation de la question b) on obtient

2n n 2n
(-DF 1 1 1
N
fl@) = (27" - 1) (=)
2l=r 1 =¢(-m)ln2 _ 1 — _1n(2)(z—1)+ ln22<2) (z—1)2+o((1—2)?)

D’apres 1)d)ii) on a ((z) + —

Précisons cette limite :

+oo
Ona ) ( L — %) =1 ( série télescopique ) et
n=2

donc .

—T

) =5 +L+o0o(1) , avec

n+1

1

[ ),
.t

3

n

)
-3 2 ()

“+o0
] ( L ( ﬁ)) =~ — 1 ( Partiel question 2) a)),

Calculons le développement limité a 'ordre 1 de f(z), en 1 & droite :

fle) = (2

Ce qui donne

T —1)¢(x)

In?(2)

5

— 1) 4+ o((1 - x)2)> < % + 79+ o(1)

(I1)+0(1‘1)> 14+7v(x—1)+ o(x—1))

—ln(2)+(

In?(2)
2

—ln(2)fy> (x—1)+o(z—1)

)



c) f estde classe C! sur |0, +o0], la formule de Taylor -Young en 1 & l'ordre 1 s’écrit :

fl@)=fO)+f W)@ —1)+o(z—1)

2
Par unicité du développement limité on a f(1) = —In(2) et f'(1) = In 2(2) —In(2)y,or
+o00 +00
_ (71)71 / _ _1\n— 111771
P =3 e = S
donc
+00 o
(=" noinn In(2)
; = —In(2) et ;(_1) = —ln(2)( 5 7>
Partie 3

Calcul d’une intégrale

Observons que

In(u) (1 — B) (1 — B)kil du

n

" In(u) (1 - %)H du + An <nl> (uln(w)) (1 - %)H du

donc

Ona:

I
| — |
ol
<
=8
IS
N—
~
—
|
SEES
~—
>
—_
3
|
T =
O\S
e
=
—
£
+
—
N—
~
—
|
\

_ _Inw
B E k(k+1)
ce qui donne
k+1 n
k=T — ————
L 1,k n,k—1 k(k+1)
n
a) Ona %Imk =TIy k-1— % et Jp k= (k+ 1),k donc | Jp k= Jpp—1 — Pl

b) On somme la relation précédente pour k entre 1 et n, on obtient :

1
Jn,n: n,OfnZ m

k=1
Ona Jy,=(n+1)I,,
n n+1
1 1
") T T "o
k=1 k=2
= an—n—i—L
n+1



et

Jn 0o = In,O

= /O" In(u)du

= [uln(u) —u ]y

= nln(n) —n

n n

donc (n + 1)1, = nln(n) —n —nH, +n — g, ainsi | I,, = — il T mt1)2

4. a) Soit t € [0,1] posons p(t) =e t+t—1,ona ¢ (t)=1—et >0, ¢ est croissante sur [0, 1] et ©(0) =0,
donc ¢ est positive sur [0,1].

Soit u dans [0,7n] alors % € [0,1] et ¢(%) >0 donc 1 — % < e~ w ce qui donne (1 - E) <evl.
n

in<
b) Soit f, et f définies sur ]0, +oo[ par : f,(z) = Oln(ac) (1— 2)" z SQIZS n f (@)= (-Inz)e”

On applique le théoreme de la convergence dominée :

—  fn est nulle sur [n, +oo[ donc elle est intégrable sur ]0, +oo].

— Soit z € ]0, +oo] pour tout n € N, n >z on a

fn(@) = —In(z) (1— E)n et (1— E)n - "

n n n—~+0o00

donc f,(z) it In(x)e™® .Par suite la suite de fonctions (f,)n>1 converge simplement sur |0, +oc0|

vers f .
— Si0<z<nona (1- %)n <e P donc |fp(z)] < |lnzle”® =|f(x)|, inégalité qui est aussi valable sur
[n, +o00].
La fonction f est intégrable sur |0, 400 car: f(z) = o &) et f(z) = of
z——+00 z—0
Ainsi les f,, sont dominées sur |0, +o0c[ par une fonction intégrable.

‘ =

).

[N

x

—+o0 —+o0
Le théoréme de la convergence dominée donne liIJIrl / fn(u)du = / f(u)du , qui s'écrit :

n U\ +o0o
lim / (—Inw) (1 - 7) du = / (—Inu)e™"du.
n——+oo 0 n 0

" u " ) Y n n
c) Ona /0 (—Inu) (1 - ﬁ) du = —I,. D’aprés 3)b) I, = — fqu, — Gz done

lim I, =— lim wu,=—7v.
n—-+o0o n—-+oo

+oo
D’ou / (—lnu)e™du = |
0

Partie 4
Application a la loi de Gumbel

Soit g la fonction définie sur R par g(t) = exp (—t —e™?).
1. a) Remarquons que g est continue et positive sur R et (exp (—e~*)) = e texp (—e~t) = g(t).

Soit r € R on a

/m g(t)dt = exp (—e™ ") —e”!
0



comme lim exp(—e ™) = 1let lim exp(—e™®) = 0 alors g est intégrable sur les intervalles [0, +o0]

T—r+00 T——00
“+o00 0 “+o0o
et ]—o0, 0] avec g(t)dt =1 —e et / g(t)dt = e~' . Ainsi I'intégrale / g(t)dt converge et
0 —o0 oo
+oo
/ gt)dt =1
— 00

b) La fonction g est continue positive sur R et / g(t)dt = 1 donc c’est la densité d’une variable aléatoire X .
R

c) Soit z € R, par définition

x

Fy(z) = P(X <2) = / o(t)dt

— 00

/f g(t)dt = exp(—e~®) — lim exp(—e ") donc ’ Fx(z) =exp(—e™¥)

T—r—00
— 00

2. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la fonction ¢ — tg(t) est intégrable sur R dans ce
cas

B(X) = / o tg(t)dt

— 00

x
Soit z € R, on fait le changement u = e~ dans l'intégrale / tg(t)dt on obtient
0

/oztg(t)dt = /161(—111“)“[’(1““_”)_?

1
/ (—lnu)e “du

—x

—Uu

la fonction u +— (—Inwu)e™™ est intégrable sur ]0,+oo[ donc elle lest sur |0, 1] et sur [1,4o00[,ce qui donne la

|

—+oo
convergence des intégrales / tg(t)dt et / tg(t)dt avec
0 —0o0
“+o0 1 0 +oo
/ tg(t)dt = / (—lnu)e "du et / tg(t)dt = / (—lnu)e " du .
0 0 —oo 1
+oo
Ainsi l'intégrale / tg(t)dt converge et X admet donc une espérance et
—00

B(X) = /_+octg(t)dt
_ /+Ootg(t)dt+ /O tg(t)dt

0 —o00

+oo
= / (—Inu)e™"du
0

D’apres la question 4)c)de la Partie 3) on a | E(X) =«

x
3. a) OnaFXl(m):/ 6(t) dt .Siz <0 alors Fx,(z) =0et si x> 0alors Fy,(z) = [jetdt=1—e"

— 00

_— 0 siz <0
Dot FXl(x):{ 1—e® siz>0

b) Soit x € R, Fy, (z) = P(M, <z),ona
M, <ze X, <z Vie[l,n]
donc [M,, < z] = ] [Xi < 2] , I'indépendance des variables X7, X5....X,, donne
i=1

P(M, <z) =[] P(Xi <),

i=1



donc
n

Far, (2) = [ Fx. (@)

i=1
Comme les variables X7, Xs....X,, suivent la méme loi donc elles ont la méme fonction de répartition , par
suite
0 siz <0
Fu (2) = (Fx,(2)" =
w, (@) = (Fx, (@) { Loy e

Soit z € R, Fg, () = P(Gy, <z) = P(M, —In(n) < z) , donc

0 si x < —1In(n)
Fg, (z) = Fu, (z +1n(n)) = -

)" sixz > —In(n)

4. Fx est continue sur R .
Soit € R , pour tout n > e™® on a Fg, (z) = (1 — e )", donc Fg, () o exp(—e 7).
n—-+4+oo
Ainsi Fg, (z) o Fx(x) en tout point = de continuité de Fx, donc la suite (M, —Inn), - ,converge en loi
n—-—+oo -
vers X.

11



