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I - Variables aléatoires discrétes

1) Définition d’une variable aléatoire discréte

DEFINITION 1. Soient (Q,.47) un espace probabilisable au plus dénombrable et E un ensemble non vide quelconque.

Une variable aléatoire discréte sur Q a valeurs dans E est une application X de Q dans E telle que X(Q) soit une
partie au plus dénombrable de E et telle que, pour tout x de E, X~ ' ({x}) € <.

Si E est une partie de R, la variable aléatoire X est dite réelle.

Commentaire.

¢ Dans la pratique de maths sup et maths spé, E est le plus souvent N ou plus généralement une partie de N. C’est le cas
des lois usuelles (uniforme, de BERNOULLI, géométrique, de POISSON) qui sont au programme.

o On rappelle la signification de X~ ({x}). Si x est un élément de 'ensemble d’arrivée E, X~ '({x}) est I'image réciproque
du singleton {x} par l'application X, c¢’est-a-dire 'ensemble des antécédents de 1’élément x de E par I'application X ou
encore

) = {w € Q/ X(w) = x).

~T({x}) est donc un élément de Z2(Q) et plus précisément un élément de &7 d’apreés la définition. Dit autrement, X' ({x})
est un événement que 'on écrit en pratique {X = x} ou méme X = x pour simplifier la notation.

Plus généralement, si A est une partie de E, ensemble X~ (A) ={w € Q/ X(w) € A} se note plus simplement X € A. Si
A est vide, X" 1(A) est 'événement @ et si A n’est pas vide,

x'Aa)= |J Xx=x

xEANX(Q)

est une réunion au plus dénombrable (car X(Q) est au plus dénombrable) d’événements et donc X' (A) est un événement.

o Si X est réelle et x est un élément de E, on note plus simplement les événements X' (Jx, +o0[), X~ ([x, +-o0[),
X1 — 0o, x[), X~ 1(] — 00,x]) : ces événements sont respectivement notés, X > x, X > x, X < x et X < x. a

Exemples.

e Soit (Q,.7) un espace probabilisable au plus dénombrable.

Si a est un réel donné, 'application X : Q — R est une variable aléatoire réelle discréte sur 'espace (Q,.«/). En
w = a

effet, pour x e R, six # a, X ' ((x}) =@ € & et six =a, X '({x}) = Q € 7. X est une variable constante.

e Soit QO un univers non vide au plus dénombrable. Soit A € Z(Q). On sait que &/ = {@, ALA, Q} est une tribu sur Q.

La variable caractéristique de 1’événement A est 15 : Q — R . C’est une variable aléatoire sur
© TsiweA
Osiw¢ A

Iespace (Q,.a7). En effet, X(Q) ={0, 1} puis X '({1)) =A e & et X '({0}) = A € &7.

2) Loi de probabilité d’une variable aléatoire discréte

Théoréme 1. Soient (Q,.o/,P) un espace probabilisé au plus dénombrable et E un ensemble non vide. Soit X une
variable aléatoire sur cet espace a valeurs dans E.

L’application Px : £2(X(Q)) — [0, 1] est une probabilité sur Iespace probabilisable (X(Q), £2(X(Q))).
A — P(X€A)

Démonstration.

e On a vu plus haut que pour chaque A de X(Q) (de sorte que ANX(Q) = A), {X € A} est un événement, c’est-a-dire un
élément de la tribu 7. Donc, Px est bien une application de Z2(X(Q )) ans [0, 1].

e Px(E)=P(XeE)=P(Q)=1.

e Soit (An), ey € (Z(E)N. Alors, (X € An), oy est une suite d’événements (¢léments de &) deux a deux disjoints (car X
est une application). Done, par o-additivité de P,

“+oo +oo “+oo +oo +oo
X <U An> =P <x§ U An> :]P’<U X! (An)> =) P(XT(An) =) Px(A,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
On a montré que Px est une probabilité sur I'espace probabilisable (E, £2(E)).
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DEFINITION 2. L’application Px du théoréme 18 s’appelle la loi de probabilité de la variable aléatoire X. ‘

Commentaire. La loi Px est entiérement déterminée par les atomes de probabilité Px({x}) = P(X € {x}) = P(X = x),
x ek

VA EX(Q), P(A)= ) P(X=x)=) Px({x).
XEA XEA
Dans la pratique, pour répondre & une question du type « déterminer la loi de probabilité de la variable X », ce sont les
P(X =x), x € E, que 'on fournit. a

Notation. Deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi de probabilité si et seulement si X(Q) = Y(Q) et Va € X(Q),
P(X = a) = P(Y = a). Quand deux variables aléatoires X et Y ont la méme loi de probabilité, on écrit X ~ Y. Quand une
variable aléatoire suit une loi de probabilité . donnée, on écrit X ~ .1

Vocabulaire. Soit X une variable aléatoire réelle discréte sur un espace probabilisé (Q, <7, P) au plus dénombrable. Soit
x un réel. La partie A = {X < x} de Q est un événement car réunion au plus dénombrable d’événements du type {X = a},
a € R. Pour x € R, on peut donc poser F(x) = P(X < x). F est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Cette notion n’est pas & proprement parler au programme de maths spé.

Exercice 1. On jette autant de fois que nécessaire une piéce de monnaie, chaque lancer de piéce étant indépendant

2
des autres. Cette piéce de monnaie est truquée de sorte qu’a chaque lancer, la probabilité d’obtenir pile est =. On

admet qu’il existe un espace probabilisé modélisant cette situation. On note X la variable aléatoire dont la valeur est
le numéro du jet pour lequel on a obtenu pile pour la premiére fois.

Déterminer la loi de probabilité de X.

2
Solution 1. L’ensemble des valeurs prises par X est N*. P(X =1) = 3

Soit n > 2. L’événement {X = n} est ’événement « on obtient face & chacun des n — 1 premiers lancers et pile au n-éme.
1

.Xg

n—1

2
X 3= 3 ce qui reste vrai pour n = 1.

e 1
Sa probabilité est 3 X .. I

2
En résumé, Vn € N*, P(X =n) = —.

311

A
Exercice 2. Soit A €]0, +oo[. Soit X une variable aléatoire sur N telle que Yn € N, P(X =n) = mE

Déterminer A.

“+o00 +o00o
1 1
Solution 2. PX=n)=1&A —=1&8Ae=18A=—.
P B e

Commentaire. Dans ’énoncé ci-dessus, on ne s’est pas préoccupé de 1'espace probabilisé sur lequel on travaillait de sorte
que I'énoncé est a priori trés imprécis. Ceci « n’est pas grave » en classe préparatoire et se produira souvent.

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (Q, <7, P) au plus dénombrable.

Déterminer lim P(X < x).
X—+00

Solution 3. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Alors, {X < a} C {X < b} puis, par croissance de P, P(X < a) < P(X < b). La
fonction F : x — P(X < x) est donc une fonction croissante sur R. On en déduit que liI_'I_l P(X < x) existe dans [0, 1].
X—+00

De plus, lim P(X<x)= lim PX<n).
X—+o0 n:e—Q—Noo

Pour n € N, posons A, ={X <n}. (An),y est une suite croissante d’événements. Par continuité croissante,

“+00
im PX<x) = lim P(An) =P < UOAn> =P(Q)=1.
n—=
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3) Fonctions de variables aléatoires

Soit (Q, &7, P) un espace probabilisé au plus dénombrable. Si X est une variable aléatoire sur Q a valeurs dans un ensemble
E et f est une application de E vers un ensemble F, on peut définir la composée f o X que 'on note abusivement f(X).
L’ensemble des valeurs prises par f(X) est f(X(Q)). C’est un sous-ensemble de F. Avec ces notations

‘ Théoréme 2. f(X) est une variable aléatoire sur l'espace (Q, .o, IP) & valeurs dans F. ‘

Démonstration. Par hypothése X(Q) est au plus dénombrable et donc f(X(Q)) est au plus dénombrable.
Soit y € F. On a (f(X))'({y}) = X! (f_1 ({y})). f~T({y}) est une partie de E puis ' ({y}) N X(Q) est une partie de E au
plus dénombrable. Ainsi, (f(X))~' ({y}) est une réunion au plus dénombrable d’éléments de .27 et est donc un élément de

o .

Ainsi, si X est une variable aléatoire réelle, on peut définir les variables aléatoires X2, X, eX ...

On s’intéresse maintenant a la loi de probabilité de (X).

Théoréme 3. Soit (Q,.«/,IP) un espace probabilisé au plus dénombrable. Soient X une variable aléatoire sur Q &
valeurs dans un ensemble non vide E et f une application de E vers un ensemble non vide F.

On pose Y = f(X). La loi de probabilité Py de Y est donnée par

VyeFR Py(flyh) =P(Y=y)= ) PX=x).
xef 1 ({y)

Démonstration. L’événement Y =y est la réunion disjointe des X = x, x € ' ({y}).

IT - Couples de variables aléatoires. n-uplets de variables aléa-
toires

1) Couples de variables aléatoires

a) Définition d’un couple de variables aléatoires

DEFINITION 3. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisable au plus dénombrable (Q, /) a
valeurs dans des ensembles non vides E et E’ respectivement.

ExE’

Le couple de variables aléatoires (X, Y) est 'application (X,Y) : Q
w X(w), Y(w))

—
—

Avec les notations de la définition ci-dessus :

Théoréme 4. Le couple (X,Y) est une variable aléatoire discréte sur I'espace probabilisable (Q, /) a valeurs dans
ExE’.

Démonstration. X(Q) et Y(Q) sont au plus dénombrables. Ensuite,

(X, V(Q) = {(X(w), Y(w)), w € O} € {(X(w), Y(w), (w,w" € Q?} =X(Q) x Y(Q).

On sait que X(Q) x Y(Q) est une partie au plus dénombrable de Ex E’ et donc (X, Y)(Q) est une partie au plus dénombrable
de E x E.

Soit (x,y) € X(Q) x Y(Q). L’ensemble {(X,Y) = (x,y)} est 'ensemble

{w e 0/ X(w), Y(w)) = (xy)} ={w € O/ X(w) =x}N{w € O/ Y(w) =y} =X""(x) N Y (y).

Done, {(X,Y) = (x,y)} est bien un élément de o/ (c’est-a-dire un événement) en tant qu’intersection de deux éléments de
/. Ceci montre que (X,Y) est une variable aléatoire sur (Q,.«) a valeurs dans E x E’.
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b) Loi conjointe d’un couple. Lois marginales

DEFINITION 4. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur une espace probabilisé (Q, 7, P) au plus dénom-
brable et a valeurs dans des ensembles non vides E et E’ respectivement.

La loi conjointe des variables X et Y est la loi du couple (X,Y).
Cette loi est application (X,Y)(Q) — [0, 1]
xy) = PUXY)=(xy))

Commentaire. On peut aussi prendre en définition de la loi conjointe de X et Y I’application

X(Q)xY(Q) — [0,1]
(wa) — P%(X)\q ::(X)y))
étant entendu qu’'un couple (x,y) de X(Q) x Y(Q) n’est pas toujours une valeur prise par le couple (X,Y). Un couple
(x,y) de X(Q) x Y(Q) est un couple de la forme (X(w),Y(w’)) ot (w,w’) € Q2 alors qu'un couple de (X, Y)(Q) est un
couple de la forme (X(w), Y(w)) ot w € Q. Quelque soit la définition adoptée, 'événement (X,Y) = (x,y) est I'événement
X =x}n{Y =y}. Cet événement est vide si (x,y) ¢ (X,Y)(Q) et sa probabilité¢ est donc nulle. En résumé, donner la loi
conjointe des variables X ou Y, c’est donner tous les

P{X=x}n{Y=y}), (x,y) € X(Q) x Y(Q).

DEFINITION 5. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes sur une espace probabilisé (Q, 7, P) au plus dénom-
brable et a valeurs dans des ensembles non vides E et E’ respectivement.

La premiére loi marginale (resp. deuxiéme loi marginale) du couple (X,Y) est la loi de X (resp. la loi de Y).

Puisque X(Q) et Y(Q) sont au plus dénombrables, on peut poser X(Q) = {xi, i € I} et Y(Q) = {yj, j € J} out I est un
ensemble de la forme [1,p] (p € N*) ou N, et J est un ensemble de la forme [1,q] (q € N*) ou N. Pour (i,j) € I x ], on
pose alors pi; =P ({X =xi}N{Y =y;}).

Théoréme 5.

1) a) La famille d’événements ({X = xi} N{Y = y;}) est un sytéme complet d’événements.

(1,j)€Ix]

b) La famille de réels (pm) est sommable et de plus, Z pij =1

(i,j)eIx]
(i,j)€lx]
2)viel, P(X =Y P(X=xJn{Y=y;}) =) pi;.
j€] 1S
Ve, P(Y=y)=) P(X=x}n{Y=y}) =) pi;
iel iel
Démonstration.

e Vérifions que ({X = x¢} N{Y =y;}) est un systéme complet d’événements.

(i,j)€Ix]
Soit ((1,j), (k,1)) € (I x J)? tel que (i,j) # (i/,j'). On a ou bien i # k et dans ce cas, (X =xi} N {X=x} =
puis ((X=xiJn{Y=y;}) N ((X=xxJN{Y=vy1}) = &, ou bien j # 1 et dans ce cas, {Y=y;} N{Y =y} = @ puis
(X =xi}n{Y =y;) N (X =x}N{Y =y1}) = . Dong, les événements {X = xi} N{Y =y;}, ((i,j), (k,1)) € (I x J)?, sont
deux & deux disjoints.

Soit w € Q. Il existe (io,jo) € I x J tel que X(w) = x4, et Y(w) = yj, et donc tel que w € {X =xi,} N{Y =yj,}. Ceci
montre que tout w € Q appartient & U X =xi}N{Y =y;} puis que Q = U X=xi}N{Y =y;}

(i,j)elx] (i,j)elx]

On a montré que ({X =x;}N{Y = yJ}) est un systéme complet d’événements.

(i,j)eIx]

e Soitiel. {X=xi}= U {X =xi}N{Y =1yj}) et ces événements sont deux a deux disjoints.

j€]
Donc, P (X Z]P){X_Xl}m{Y Yt :Zpi,i-
je]J je]
De méme, pour tout j € J, P(Y =vy;) = Z]P’({X =xi}{Y =y;}) = Zpi,i-

iel icl
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e D’aprés ce qui précéde, pour tout i € I, Z\Pi,ﬂ = Zpi,j = P(X=xi) <1 < +oo puis Z Z\pi,jl =

j€] j€] el \j€]
Y P(X=x)=1<+o0.
i€l
Donc, la famille (pij) ; ;)c1xy est sommable et Z Pij = Z Zpi‘j =1

(i,j)eIx] iel \je€]J

Commentaire. Le théoréme précédent fournit le calcul des lois de X et Y a partir de la loi du couple (X, Y). Par exemple,
si X(Q) ={x1,x2} et Y(Q) ={y1,y2,y3}, on peut représenter la loi du couple (X,Y) dans un tableau & double entrée. On
comprend alors I'expression lois marginales : les lois de X et Y sont écrites en marge (basse ou droite) de ce tableau.

‘ H U1 ‘ U2 ‘ Y3 H Loi de X ‘
X1 P11 P1,2 P13 PX=x1)=p11+p12+p13
X2 P2,1 P2,2 P2,3 P(X=x2) =p2,1 +p22+p2;3
LoideY || P(Y=yi)| P(Y=y2)| P(Y=1y3) 1

Exercice 4. (d’aprés un exercice d’oral de la banque CCP)

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires & valeurs dans N2 dont la loi est donnée par :

ik
G+%) (—)
2
. 2 o o o

1) Vérifier qu’il s’agit bien d’une loi de couple.

2) Déterminer les lois marginales de ce couple.

Kk
G+ k) (z)
Solution 4. Pour (j,k) € N2, on pose Pix = T.

+oo [/ +oo
1) Il s’agit de vérifier que la famille (pj,k)(j enz est sommable et que Z <Z pj,k> =1.
j=0 \k=0

Premier calcul. Soit j € N.

( ) 1 jt+k 1 k 1 k—1
+oo +oo ]+k <_> . +oo <_) +oo <_>
Z‘pj,k‘:Z%:] ) 2. + ]Z 2 _

k=0 k=0

Ensuite,

1 j—1 1 j
+Z°° +Zoo|~| *+Zoo ol 2+OO(Z) +]+Oo E)
' Pk S Serdtlyl er | 224 (-1 2 !

j=0 \k=0 j

+oo /4o
Dong, la famille (pj,k)(j Kenz est sommable et = Z Pjk = Z (Z pj,k> = 1. Ceci montre que la loi fournie est

effectivement une loi de couple.
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Deuxiéme calcul. Supposons acquise la sommabilité de la suite (pj,k)(j K)eN?- D’aprés le théoréme de sommation par
paquets,

j+k
+oo +o00 (] + k) (%)J
Z Pik = Z Z Pix | = Z Z ejlk!
(j,k)eN2 n=0 \j+k=n n=0 | j+k=n o

-ITL
1 “(E) nl 1% 1 " T 1
el | w2 W 2 (mrm () o) =t =

=1.

2) Soit j € N. D’apres la question précédente,

2j+1
P(X=j) = k=
( ]) ];)p],k e%z]"‘]J'
Par symeétrie des roéles, pour tout k € N,
+oo
2k +1
P(Y =k) = j_ZOpj,k e

¢) Lois conditionnelles

DEFINITION 6. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q,.«7,P) au plus dénombrable &
valeurs dans des ensembles E et E’ respectivement.

Soit y € Y(Q) tel que P{Y =y}) # 0. La loi conditionnelle de X sachant {Y = y} est la loi de la variable aléatoire
X dans ’espace probabilisé (Q, A, P{y:y}) c’est-a-dire :
P{X=x}n{Y=y})

PHY =y}

Soit x € X(Q) tel que P{X = x}) # 0. La loi conditionnelle de Y sachant {X = x} est la loi de la variable aléatoire Y
dans ’espace probabilisé (Q, A, ]P){X:x}) c’est-a-dire :

Vx € X(_O.), ]P’{y:y}({X = X}) =

P{X =x}n{Y =1y}
P({X =x}

Yy € Y(Q), Pix—y({Y=1y}) =

Le théoréme suivant est immeédiat.

Théoréme 6. Pour tout y de Y(Q) tel que P({Y =y}) # 0,

vx € X(Q), PU{X=x}N{Y =y}) =P{Y =y}) x Pry—y,; (X =x}).
Pour tout x de X(Q) tel que P{X = x}) # 0,

vy € Y(Q), P{X=x}n{Y =y}) =P({{X=x}) x Pix=xj({Y =y}).
Si pour tout y de Y(Q), P{Y =y}) # 0, alors
xeX(Q), P(X=x}= ) P{X=x}n{Y=yh= > PHY =y} xPy_y{(X=x}.
yey(Q) yey(Q)
Si pour tout x de X(Q), P{X = x}) # 0, alors
Yy eY(Q), P(Y=yl= ) PEX=x}n{¥=yh= > PHX=x}) xPx_{Y=y).

xeX(Q) xEX(Q)
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2) Généralisation a un n-uplet de variables aléatoires

On généralise briévement ce qui précéde a n variables aléatoires Xy, ..., Xn, (n > 2).

DEFINITION 7. Soit (Q,.o/) un espace probabilisable au plus dénombrable. Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires

sur cet espace (n > 2), a valeurs dans des ensembles Eq, ..., E;, respectivement.

L’application Q — E; x...xEy est appelée n-uplet de variables aléatoires sur 'espace (Q,.o7) et se

w = (Xy(wly..., Xn(w))

note (Xjy,...,Xn). C’est une variable aléatoire sur l'espace (Q,.«) a valeurs dans Eq x ... x E,.
Xq

Dans le cas particulier ot toutes les variables aléatoires sont réelles, le vecteur est appelé vecteur aléatoire
Xn

discret.

DEFINITION 8. Soit (Q, .7, P) un espace probabilisé au plus dénombrable. Soient Xy, ..., X;;, des variables aléatoires

sur cet espace (n > 2), a valeurs dans des ensembles Eq, ..., E, respectivement.

La loi conjointe des variables aléatoires Xy, ..., X est la loi du n-uplet (Xq,...,Xn).

Les lois marginales du n-uplet (Xi,...,X;) sont les lois des variables Xy, ..., Xx.

Quand on dispose de la loi du n-uplet (Xj,...,Xy), les lois marginales s’obtiennent de la fagon suivante : pour k € [1,n]

puis ax € Xy (Q) donnés,

P{X=xx}) = Z PX=%X1y. oy Xkm1 = Xk—1, Xk = Ay Xkt T = Xk 1y vy Xn = Xn) .

(XTyee Xk Ty Xk TyeeyXm )

€
X1 (Q)x oo x X1 (Q)X Xy 11 (Q)X...x X (Q)

III - Variables aléatoires indépendantes

1) Cas de deux variables

a) Définition de l’indépendance de deux variables aléatoires

DEFINITION 9. Soit (Q, .o/, P) un espace probabilisé au plus dénombrable. Soient X et Y deux variables aléatoires sur
cet espace a valeurs dans des ensembles non vides E; et E, respectivement.

Les variables X et Y sont indépendantes si et seulement si

Y(x,y) € X(Q) x Y(Q), PX=x,Y=y) =P(X=x) xP(Y =y).

Il revient au méme de dire que pour tout (x,y) € X(Q) x Y(Q), les événements {X = x} et {Y = y} sont indépendants.

Exercice 5. Les variables de I'exercice n° 4, page 6, sont-elles indépendantes ?

i+k
(G +k) (z)
Solution 5. Pour tout (j, k) € N2, P(X =j,Y=k) = ——— 4.

ejlk!
) . . 2j+1 2k + 1
D’autre part, on a vu que pour tout (j, k) € N2, P(X =j) = e%T’”]' et P(Y=Xk) = Ty

2
Par suite, P(X = 0}N{Y =0})) =P(X =0,Y = 0) = 0 et d’autre part, P{(X = 0}) x P{Y = 0}) = (%) = 0. Ainsi,
ez
P{X=0tn{Y =0} # P{X =0} x P{Y = 0}).
Dong, il existe (j,k) € N2 tel que P({X = j}n{Y = k}) # P{X = j}) x P{Y = k}). Les variables X et Y ne sont pas
indépendantes.
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b) Fonctions de deux variables indépendantes

Théoréme 7. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes sur un espace probabilisé (Q,.o/,P) au plus
dénombrable a valeurs dans des ensembles E et E’ respectivement.

Pour toute fonction f définie sur X(Q) a valeurs dans un certain ensemble F et toute fonction g définie sur Y(Q) a
valeurs dans un certain ensemble F’; les variables f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Démonstration. Soit (z,z') € f(X) x g(Y). L’événement (f(X) = z,f(Y) = 2’) est la réunion disjointe des événements
(X=x,Y=y) ou (x,y) € X(w) x Y(Q) est tel que f(x) =z et g(y) =z’. Dong,

P(f(X) =z,g(y) =2') = Z PX=x,Y=1y)
(xy)ef—1({z})xg—1(z")

= Z P(X =x) x P(Y =vy) (car X et Y sont indépendantes)
(x,y)ef~1({z})xg~"(z")

= > PX=x) > PY=y)

xef—1({z}) yeg'({z'})
=P(f(X) =z) x P(g(Y) =2’).

Donc, les variables f(X) et g(y) sont indépendantes.

Ainsi, si par exemple X et Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes, alors X? et e¥ sont deux variables
aléatoires indépendantes.

c¢) Somme de deux variables indépendantes

De maniére générale, si X et Y sont deux variables réelles discrétes telles que X(Q) = Y(Q) =N, X + Y est une variable a
valeurs dans N dont la loi est donnée par :

VmeN, PX+Y=n)= ) PX=iY=j).

itj=m

Si de plus, les variables X et Y sont indépendantes, on obtient la loi de X + Y a partir des lois de X et de Y :
VneN, PX+Y=n)= ) P(X P(Y =j).

itj=n

Rappelons maintenant un calcul fait en maths sup : on montre que X et Y sont deux variables indépendantes suivant la
loi binomiale #Z(n,p) et la loi binomiale Z(m,p) respectivement ((n, m) € (N*)2 et p €]0, 1[), alors la variable X +Y suit
la loin binomiale #(n + m,p).

On peut poser X(Q) = N puis pour i € N, P(X = 1) = (?)pi(l —p)™ ! (on rappelle que si i > n, (T:) = 0 puis que

P(X =1) =0). On pose aussi Y(Q) = N puis pour j € N, P(Y =j) = (T)pjﬂ —p)™ . On a alors (X + Y)(Q) = N puis,
pour k € N.

PX+Y=k) = Z P{X=1n{Y=j}) = Z P(X P(Y =j) (car X et Y sont indépendantes)
i+j=k i+j=k
= > (ﬁ)piﬂ—p)“‘i(m)pjﬂ—p)“‘j=p (1—p)tmi 3 ( )( )
i+j=k ' ) i+j=k

Maintenant, Z <n> (m) est le coefficient de X* dans le développement de
L= 1 )
i+j=k
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<+§ (n)x> ji:(]?)x’ 2@) (“)x) ]i@)xl

XX = (X = Y ("T{m)xk
k=0
—+o0 n+m) .
- X
("

. . . . . . ny/m n—+m L
En identifiant les coefficients, on obtient 'identité de VANDERMONDE : Z () ( . ) = ( K ) (y compris si k >
itj=k )
n+m

n + m). Finalement, P(X+Y =k) = < K

)pkU —p)( M=k ot donc X+ Y ~ ZB(n +m,p).

2) Généralisation a n variables

DEFINITION 10. Soient X1, ..., X, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement.

Les variables X1, ..., Xn, sont deux a deux indépendantes si et seulement si pour tout couple (i,j) € [1,n]? tel
que i # j, les variables X; et Xj sont indépendantes.

DEFINITION 11. Soient X1, ..., X;,, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement.

Les variables Xy, ..., Xy, sont mutuellement indépendantes (ou plus simplement indépendantes) si et seulement
si pour tout (X7,...,xn) € X7(Q) x ... x X (Q),

P{Xi=x11N...0Xn=xn)=P(X; =%x1) X ... x P(X;, = xn).

Théoréme 8. Soient X1, ..., X5, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement.
Les variables Xj, ..., X;,, sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (Aj,...,A,) € & (Ey) x
LoX P (ER),

P{X;eAilNn...Nn{Xn € An}) =P (X5 € A1) x...xP(X;, € A,).

Démonstration.
Théoréme 8. Soient X1, ..., X5, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement.
Les variables Xj, ..., X;,, sont mutuellement indépendantes si et seulement si pour tout (Aj,...,An,) € & (Ey) x
LoX P (ER),
P{XieAilNn...Nn{Xn € An}) =P(X; € A1) x...xP(X;, € An).

Démonstration. Supposons que pour tout (A1,...,An) € Z(E1) x...x & (E,), on a

P({X] GA]}Q...Q{XnGAn}):P(X] EA]) X...X]P)(XnGAn).
Alors pour tout (x1,...,%xn) € X3(Q) x ... x X, (Q)

P (X1 =%1,..,Xn =xn) =P (X3 =x1} 0.0 {Xn =xa}) = [ [P (Xi = 1)

i=1

Les variables X1, ..., X;; sont donc mutuellement indépendantes.
Réciproquement, supposons que les variables Xi, ..., X;, soient mutuellement indépendantes. Soit (Aq,...,An) € Ey X
... X En.

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 10 http ://www.maths-france.fr



n
S'il existe ip € [1,n] tel que Ai, N Xi, (Q) = @ alors P({Xi, € Ai,}) = 0 puis H]P’({Xi € Ai}) = 0. D’autre part,

i=1

() {Xi € Ai} =@ et donc P (ﬂ X; € Ai}> =0=]]P (X € A}.
i=1 i=1 i=1

On suppose dorénavant que pour tout i € [1,n], A; N X;(Q) # @.

|
~

P (ﬁ{XL S AJ) =

i=1

J (e

n
(Xi)lgigne H (AL N Xl(Q))
i=1

n
= Z P <ﬂ Xy = xi}> (événements deux & deux disjoints)

n
(cihicicne | [ (AN Xi(Q))
i=1

i=1

n n
=11 P((Xi=xi}) | =[[P(Xi € AY).
i=1 \x;€A;iNX;(Q) i=1
Théoréme 9. Soient X1, ..., X5, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement.
Si les variables Xy, ..., Xy, sont mutuellement indépendantes, alors pour toute {i1,...,1} de [1,n] (avec 2 <k <n
et T<1iy <...<ix<n), les variables Xji,, ..., Xi, sont mutuellement indépendantes.
En particulier, si les variables X1, ..., X;;, sont mutuellement indépendantes, alors les variables Xj, ..., X;1, sont deux
a deux indépendantes.
Démonstration. Soit I ={i1,...,1} C [1,n] avec k > 2 et i1 <12 < ... < ix. Montrons que les variables Xi,, ..., Xi,
sont mutuellement indépendantes.
Soit (Xiyy.-yXiy) € Xi, (Q) X ... x X;, (Q). Pour i € [1,n], on pose A; ={Xi =xi}siieclet Ay =Xi(Q)sii¢ ]l Alors,

P({Xi, =xi,}N...0{Xq, =%, ) =P({Xi, € Ay }n...n{Xy, € Ayl
:P({Xi] EAil}ﬁ...ﬂ{Xik EAik}ﬂQﬁ...ﬂQ)

=P <ﬂ {Xl S AJ) = H]P)(XL S Ai)
i=1 i=1

:P(Xi] :Xh) X...X]P)(Xik :Xik) (car sii@él, ]P)(Xl EAL)Z]P)(_O_):U

Ceci montre que les variables Xi,, ..., Xj, sont mutuellement indépendantes.
Théoréme 10. Soient X1, ..., Xy, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, IP) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E;, respectivement.
Si les variables Xy, ..., Xy, sont mutuellement indépendantes, alors pour tout m € [1,n — 1] et toutes fonctions f et
g, les variables f (X1,...,Xm) et g (Xim+1,...,Xn) sont indépendantes.
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Démonstration. (Xi,...,X;n) et (Xint1,...,Xn) sont des variables aléatoires (a valeurs dans By X ... X E;y et Eypiy X
... X En respectivement). Vérifions que ces variables sont indépendantes.

Soient (X1,...,xm) € X1(Q) X oo X Xin(Q) et (Xmat1y.-eyXn) € Xime1(Q) X ... x X, (Q).

]P’((X],...,Xm) = (X],...,Xm),(Xm_,_],...,Xn) = (xm+1,...,xn)) Z]P’(X1 ZX],...,Xn ZXn)
ZP(X] ZX])...]P’(XmZXm)]P’(Xm_,_] ZXm+1)...]P’(Xn=Xn)
=P((Xtyeo oy Xin) = X1y 0oy Xm)) X P((Xngty oo oy Xn) = (Xma1y v oy Xn))
(car les variables Xj, ..., Xy, d’une part et Xy y1,...,Xm d’autre part sont indépendantes

d’aprés le théoréme précédent).

Ainsi, les deux variables (X1,..., Xm) et (Xmi1,...,Xn) sont indépendantes. D’aprés le théoréme 7, les variables f (Xy, ..., Xin)
et g (Xim+1,...,Xn) sont indépendantes.

Plus généralement, on donne sans démonstration le lemme des coalitions :

Théoréme 11. Soient X1, ..., Xy, n > 2, des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P) a valeurs dans des ensembles non vides Eq, ..., E,, respectivement. On suppose que les variables Xy, ...,
X, sont mutuellement indépendantes.

On considére une partition de [1,n] du type [1,n] =1; N...N Ik (ot les Iy sont non vides et deux a deux disjoints).
Pour j € [1,n], on note Y; une variable aléatoire qui est une fonction des variables X, 1 € Ij. Alors, les variables Y7,
..., Yx sont mutuellement indépendantes.

3) Suites de variables aléatoires indépendantes

Intéressons nous au modeéle du jeu de pile ou face infini : on lance une piéce de monnaie, éventuellement truquée, on note
si on obtient pile ou face et on recommence ... sans prévoir de temps d’arrét (par exemple, en s’intéressant a la premiére
fois ot on obtient pile). A chaque étape, on modélise le lancer par une variable aléatoire X, suivant une loi de BERNOULLI
AB(p), p €10,1[, Pévénement X;;, = 1 modélisant 'obtention d’un pile et 'événement X;;, = 0 modélisant 'obtention d’un
face. Ainsi, pour tout n € N*, la probabilité de 'événement X, = 1 est p et la probabilité de I'événement X,, = 0 est
1 —7p (et on peut méme compliquer en pn, et 1 —py, en changeant de piéce de monnaie a chaque lancer). Chaque variable
aléatoire X, est définie sur un certain espace probabilisé.

On suppose que pour tout n € N*, les variables aléatoires Xy, ..., Xy, sont mutuellement indépendantes et on dit alors
que la suite (X ),y est une suite de variables mutuellement indépendantes. Le probléme est alors 'existence
d’un espace probabilisé commun & toutes ces variables. Le programme officiel demande d’admettre le théoréme suivant
qui régle le probléme :

Théoréme 12. Pour toute suite (Xy), oy de variables aléatoires mutuellement indépendantes sur des espaces proba-
bilsés (Q, @, Pn) au plus dénombrables, de lois discrétes ., données, il existe un espace probabilisé (Q, .o, P) tel
que chaque X, soit une variable aléatoire sur cet espace, de loi %, .

IV - Lois usuelles

On rappelle qu’en maths sup, on a analysé la loi uniforme sur [1,n] et plus généralement sur [a,b] ((a,b) € Z?) notée
% ([a,b]), la loi de BERNOULLI de paramétre p notée Z(p) et plus généralement la loi binomiale de parameétres n et p
notée Z(n,p). On redonne d’abord briévement les lois de maths sup puis on rajoute deux nouvelles lois discrétes.

1) Rappels de sup
a) La loi uniforme
Soit n € N*. Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [1,n] (ou encore X ~ Z([1,n])) si et seulement si

X(Q) = [1,n] et Vk € [1,n], P(X = k) = %

Plus généralement, soit (a,b) € Z? tel que a < b. Une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [a,b] (ou encore

X~ ([a,b])) si et seulement si X(Q) = [a,b] et Vk € [a,b], P(X =k) = b—]T'
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b) La loi de BERNOULLI. La loi binomiale

Soit p €]0, 1[. Une variable aléatoire X suit la loi de BERNOULI de paramétre p (ou encore X ~ Z(p)) si et seulement si
XQ)={0,T}et PX=1)=pet P(X=0)=1—p.

Soient p €]0, 1] et n € N*. Une variable aléatoire X suit la loi binomiale de paramétres n et p (ou encore X ~ Z(n,p)) si
et seulement si X(Q) = [0,n] et Vk € [0,n], P(X =k) = (E)pk(l —p)™ %, On note que Z(1,p) ~ &(p).
On rappelle que X ~ X7 + ...+ X, ot les Xi, T < n, sont des variables mutuellement indépendantes suivant une loi de

BERNOULLI de paramétre p. Ce résultat peut se demontrer par récurrence & partir du résultat réénoncé et redémontré
page 9.

2) La loi géométrique de paramétre p

On revient sur le modéle du jeu de pile ou face infini. On s’intéresse a une suite (Xn), cy. de variables mutuellement indé-
pendantes, toutes définies sur un méme espace probabilisé (Q, o7, P), toutes suivant une loi de BERNOULLI ayant le méme
parameétre p €]0, 1[. On note X la variable aléatoire égale au rang du premier succés (c’est-a-dire a Min{n € N*/ X;, = 1}).

A priori, X(Q) = N* U{4o0}. Pour k € N*, X = k si et seulement si on obtient 1 a la k-éme étape et pas avant. Puisque
les variables sont mutuellement indépendantes,

PX=k)=(1-p)x...x (1—p)xp=p(1—p).

On pose donc la définition suivante :

DEFINITION 12. Soit p €]0, 1.

On dit qu'une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé dénombrable (Q, o7, P), suit la loi géométrique
de paramétre p et on écrit X ~ 4(p) si et seulement si X(Q) = N* et Vk € N*, P(X =k) =p(1 —p)*~ .

+oo

On note que Z p(1— p)k_1 = 1. La loi géométrique est une loi discréte caractérisée par le fait que c’est une loi sans
k=1

mémoire (ou sans vieillissement) :

Théoréme 13.

1) Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique de parametre p €0, 1[. Alors,

V(n, k) € N2, Pxon(X>n+k) =P(X >k) (x).

2) Réciproquement, soit X une variable aléatoire telle que X(Q) = N*, vérifiant (x), telle que 0 < P(X =1) < 1. Alors,
X suit la loi géométrique de paramétre p =P(X = 1).

Démonstration.

1) Soit (n, k) € N2.

“+o0
. 1
= —_ 1_1: —_ niz —_ n
P(X>n)= lEﬂﬂP’ —i:Ean(] p) p(1—p) T — (1—p)

puis

P(X>n)N(X>n+k) BX>ntk) (1—pmn
P(X >n) - PX>n)  p(l—p)n

Px-n(X>n+k) = =(1-p)*=P(X>k).

2) Posons p =P(X =1) €]0, 1[. Soit k > 1.

PX>K)=P(X>k—1TN(X>Kk)=PX>k—1)xPx=rx 1 (X>Kk)=PX>k—1) x Px=x 1 (X>(k—1)+1)
PX>k—1)xP(X>1)

PX>k—1xPX>1)=PX>k—-1)x (1-P(X=1))

(1—

pIP(X>k—1).
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En tenant compte de P(X > 0) = 1, on obtient pour tout k € N, P(X > k) = (1 — p)*. Ensuite, pour k € N*,

PX=k)=P(X>k—1\X>k))=PX>k—1)—P(X>Kk)
=1=-p) ' =(=-p)f=0-0-p)0-p) ' =p—p)".

Ainsi, X suit la loi géométrique de paramétre p =P(X =1).

3) Loi de POISSON de paramétre A
a) Approximation de la loi binomiale par la loi de Po1SsoN

On considére une suite de variables aléatoires (Xy), oy suivant chacune une loi binomiale : ¥n € N*, X;, ~ % (n,pn) ou
Pn est un réel de ]0, 1[. Ainsi,

Vk € [0,n], P(Xn =k) = (z)p'ﬁ (1—pn)" <.

On suppose que la suite (npn )., - converge vers un certain réel strictement positif A. Soit k € N. Pour n > k,

neN

nm—1...n—k+1)

P(Xn=k) = Kl Plﬁﬂ _pn)n_k.
L =1 n—k+1) nk o (npn)” A
Déja, puisque k est constant quand n varie, o Pn > T e wit D’autre part,

1—p )nfk:e(nfk)ln(lfnfl“) _ e(n+0(n))l1l(lfﬂ+m) _ e(nJro(n))ln(f%Jro(%))
n n—-+oo n—-+oo
— e Ato(l) oA
n—-+oo n—-+oo
Finalement, pour k € N fixé,
}\k
PXn=k) ~ —e?
(Xn )n~>+oo k!

Cette constatation nous conduit & la définition du paragraphe suivant.

b) Définition de la loi de POISSON

DEFINITION 13. Soit A €]0, +ool.

On dit qu’une variable aléatoire X, définie sur un espace probabilisé dénombrable (Q, o7, P), suit la loi de POISSON de

)\k
parameétre A et on écrit X ~ Z2(A) si et seulement si X(Q) =Net Vk e N, P(X =k) = Fe”‘.
Commentaire.
+00 4k +oo )\k }\k
¢ On note que Z Ee_)‘ =e Z i e e =1 et en particulier, pour tout k € N, 0 < Ee”‘ <1
k=0 k=0
. . . A\ n—k A¥ —A
o Pour k fixé dans N, si npr, tend vers A ou encore si pn ~ —, K ) Pn (1—pn) tend vers Fe .
n !

Dit autrement, quand n est grand et p est proche de 0 de sorte que 'espérance de Z(n,p) soit proche de A > 0, la loi
de POISSON de parameétre A est une « bonne approximation » de la loi binomiale de parameétres n et p.

Une variable aléatoire suivant une loi de POISSON peut donc s’interpréter comme le nombre de succés a la suite d’un
grand nombre d’épreuves de BERNOULLI, la probabilité de succés a chaque épreuve étant faible. Pour cette raison,

la loi de POISSON est souvent appelée lois des événements rares.

La loi de POISSON est par exemple utilisée pour décrire le nombre d’appels & un standard téléphonique durant un
intervalle de temps donné, le nombre de taxis passant place de la Concorde & Paris dans un intervalle de temps donné,
le nombre de clients rentrant dans un magasin dans un intervalle de temps donné . .. d

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 14 http ://www.maths-france.fr



Exercice 6. Soient X; et X, deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de POISSON de paramétres
respectifs A7 > 0 et Ay > 0.

Déterminer la loi de X7 + X5.

Solution 6. (X; + X3) (QQ) = N. Soit alors n € N.

™M=

P(X;+X;=n)= P(X; =k X, =n—Xk)

k

Il
)

Il
™M=

P(X; =k) x P(Xz2 =n —k) (car X; et X3 sont indépendantes)

k=0
mn . . mn
= Z A_lfe—?n AE h e—?\z — € (AiA2) n! Ak}\n—k
= X! (n—k)! nl = kln—k)! 172
n
_ WM e

n!
Par suite, X7 + Xo ~ Z (A1 +A2).

V - Espérance, variance

1) Espérance d’une variable aléatoire

a) Définition de l’espérance

DEFINITION 14. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P) a valeurs réelles
positives. ’espérance de X, notée E(X), est I’élément de [0, +00] égal a la somme de la famille (x P(X = X))xex(q) :

EX)= ) xP(X=x).

x€X(Q)

Dans le cas ou E(X) € [0, +o0l, on dit que la variable X est d’espérance finie. Ceci équivaut a la sommabilité de la
famille (x P(X = %)), cx(q)-

DEFINITION 15. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, IP) & valeurs réelles.
Si la famille (x P(X = x))xex(ﬂ) est sommable, on dit que X admet une espérance.
L’espérance de X, notée E(X), est alors égal a la somme de la famille (x P(X = x))xex(ﬂ) :

EX) = ) xP(X=x).

XEX(Q)

b) Propriétés de l’espérance

Théoréme 14. (théoréme de transfert)

Soient X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P) a valeurs dans un ensemble
non vide E et f une fonction de E dans R. La variable f(X) admet une espérance si et seulement si la famille
(f(x)P(X = x))xex(ﬂ) est sommable et dans ce cas

E(fX) = ) f)PX=x).

xXEX(Q)

Démonstration. Pour y € f(X)(Q), I'événement {f(X) = y} est la réunion disjointe des événements {X = x} ou x €

(
f1({y}) € X(Q) C E. Pour y € f(X)(Q), ' ({y}) est une partie de X(Q) qui est au plus dénombrable et est donc au plus
dénombrable puis

xef—1({y})

De plus, Q est la réunion disjointe des événements {f(X) =y}, y € f(X)(Q).
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e Supposons la famille (f(x) P(X = x))xex(q) sommable. Pour y € f(X)(Q) donné, la sous-famille (f(x) P(X = x))xer—1 ((y})
est sommable et

> fPX=x)=y )Y PX=x)=yPf(X) =y)

xef 1 ({y}) xef—1({y})

puis d’aprés le théoréme de sommation par paquets, la famille (y P(f(X) =y))yecf(x)(q) est sommable ou encore la variable
f(X) admet une espérance et de plus,

E(fX) = ) yPlEX)=y)= Y ) PX=x)
yef(X)(Q) yef(X)(Q) \xef—1({y})
= ) fXPX=x)
xEX(Q)

e Supposons que f(X) admette une espérance ou encore supposons la famille (y P(f(X) = y))yer(x)(q) sommable. Il est

équivalent de dire lyl P(f(X) = y) < +oo. Montrons alors que la famille (f(x) P(X = x)) est sommable.
Y Yy xEX(Q)

yef(X)(Q)
Puisque la famille (|f(x)/P(X = X))xex(q) est réelle positive, on peut regrouper par paquets et on obtient

> HXPX=x)= > FXPX=x)]= > (W > PX=x

xEX(Q) yef(X)(Q) \xef~1({y}) yef(X)(Q) xef~1({y})
= ) WP(f(X)=y) < +oo
yef(X)(Q)

Mais alors, d’aprés le paragraphe précédent, la variable f(X) admet une espérance et de plus

E(fX) = )  f(x)P(X=x).

xeX(Q)

Théoréme 15. (linéarité de 'espérance)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P) & valeurs réelles.
Si X et Y admettent une espérance, alors pour tout (A, ) € R?, la variable AX + uY admet une espérance et de plus
E(AX + 1Y) = AE(X) + nE(Y).

Dit autrement, ’ensemble des variables aléatoires réelles sur (Q,.«7,P) qui admettent une espérance est un R-espace
vectoriel et application X — E(X) est une forme linéaire sur cet espace.

Démonstration. Supposons que X admette une espérance ou encore supposons sommable la famille (x P(X = x))xex(a)-
Soit A € R. La famille (Ax P(X = x))xex(q) est sommable. D’aprés le théoréme de transfert appliqué avec la fonction
f : x+— Ax, la variable AX admet une espérance et

EAX) = )  MP(X=x)=A ) xP(X=x)=AE(X).
xeX(Q) xEX(Q)

Soient X et Y deux variables admettant une espérance. Vérifions que X + Y admet une espérance et que E(X +Y) =
E(X) 4+ E(Y). (X,Y) est une variable aléatoire a valeurs dans X(Q) x Y(Q) C R?2. Soit f 'application de R? dans R définie
par : V(x,y) € R?, f((x,y)) = x +y. Vérifions que la famille ((x +y)P((X,Y) = (% Y))) (x,y)ex(axy(Q) est sommable.
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> x+ylP(X,Y) = (x,y)) < (Xl + ) PX,Y) = (x,4))

(x,y)EX(Q)xY(Q) (x,y)EX(Q)xY(Q)
= > x| P((X,Y) = (x,y)) + > I P(X,Y) = (x,y))
(x,y)EX(Q)xY(Q) (x,y)EX(Q)xY(Q)
= 2 M X BOXYVI=06u) )+ 3 | 3 PIXY)=(uy)
xeX(Q) yey(Q) yey(Q) xXEX(Q)
= > KPX=x)+ Y WlIPY=y)=E(X])+E(V]) < +oo
xEX(Q) YyeY(Q)
car par hypothese, les familles (|x| P(X = x))xex(a) et (Yl P(Y = y))yev(q) sont sommables. Puisque la famille ((x +

YIP((X,Y) = (%,Y))) (x,y)ex(axy(q) est sommable, le théoréme de transfert permet d’affirmer que

E(X+Y)=E(f(X,Y)) = Z (x +y)P((X,Y) = (x,y)).
(x,y)eX(Q)xY(Q)

On a vu au passage que les familles (x P((X,Y) = (x,y)))x,y1exaxvQ) et (Y P((X,Y) = (x,Y))) (x,y)ex(axy(q) sont
sommables. On peut donc séparer en deux sommes et on obtient

E(X+Y) = > xP((X,Y) = (x,y)) + > y P((X,Y) = (x,))
(%, y)eX(Q)xY(Q) (x%y)eEX(Q)xY(Q)
= ) x Z P((X,Y) + > oy D PUXY)=(xy)
xeX(Q) yeY(Q yeY(Q) xeX(Q)
= ) xPX=x)+ > yP(Y=y)=EX) +EY).
xeX(Q) yey(Q)

Théoréme 16. (positivité de l'espérance, croissance de I'espérance)

1) Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o, P) a valeurs réelles. Si X est
positive, alors E(X) > 0.

2) Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P) a valeurs réelles,
admettant toutes deux une espérance. Si X <Y (c’est-a-dire si Vw € Q, X(w) < Y(w)), alors E(X) < E(Y).

Démonstration.
1) est immédiat.

2) Si X <Y, alors Y—X >0 puis E(Y) —E(X) =E(Y—=X) > 0.

Les deux théorémes suivants sont immédiats :

Théoréme 17. Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q,.«7,P) a
valeurs réelles. Si |[X| <Y et si Y est d’espérance finie, alors X admet une espérance.

Théoréme 18. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P) & valeurs réelles.
Si |X| admet une espérance, alors X admet une espérance et de plus [E(X)| < E(|X]).

Théoréme 19. (espérance d’un produit de deux variables indépendantes)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q,.o7,P) a valeurs réelles,
admettant toutes deux une espérance. Si X et Y sont indépendantes, alors XY admet une espérance et de plus E(XY) =
E(X)E(Y).
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Démonstration. Vérifions que la famille (xy P((X,Y) = (x,Y)))(x,y)ex(0)xY(Q) est sommable. Puisque X et Y sont
indépendantes,

> eyl B((X,Y) = (x,y)) = > x| P(X =) x [yl P(Y =)
(x,y)EX(Q)xY(Q) (x,y)EX(Q)xY(Q)

= > KPX=x) || > WIPY=y)|=EIXDE(Y) < oo,
xEX(Q) yeY(Q)

Le théoréme de transfert appliqué au couple (X,Y) et a la fonction f : (x,y) — x Xy montre que XY admet une espérance
et que

E(XY) = > Xy P((X,Y) = (x,y)) = > xP(X =x) x y P(Y =)
(xYy)eEX(Q)xY(Q) (%, Y)eX(Q)xY(Q)

= ) xPX=x > yP(Y=y) | =EXE(Y).

xEX(Q) yeY(Q)

c) Inégalité de M ARKOV

Théoréme 20. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P) & valeurs réelles
positives, d’espérance finie.

E
Pour tout réel strictement positif a, P(X > a) < L

Démonstration. Soit a > 0.

EX)= ) xPX=x)= Y xP(X=x)+ Y  xPX=x)

xXEX(Q) xeX(Q), x=>a xEX(Q), x<a

x) (car X est & valeurs dans R™)

\Y
M
x
o
X
[

x€X(Q), x=>a

WV

a Z P(X=x)=aP(X > a)
xeX(Q), x=a
E(X)

et donc, puisque a >0, P(X > a) < ——.
a

2) Moments d’ordre v d’une variable aléatoire

DEFINITION 16. Soient X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P) et
un entier naturel.

On dit que X admet un moment d’ordre r si et seulement si X" admet une espérance. Dans ce cas, le moment
d’ordre v de X est E (X").

Quand la famille (x"P(X = x))xex( o) est sommable, le théoréme de transfert fournit le moment d’ordre r de X :

E(X)= ) xPX=x).

xeX(Q)

3) Variance et écart-type d’une variable aléatoire
a) Définition de la variance et de l’écart-type

On prépare la définition de la variance par quelques résultats préliminaires.
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Théoréme 21. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P).

Si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une espérance.

Démonstration. Soit X une variable admettant un moment d’o]rdre 2.
Puisque 0 < (|X| = 1)%2 = X2 — 2|[X| + 1, on en déduit que [X| < 7 (Xz + 1) < X2 + 1. La variable constante 1 admet une
espérance (égale a 1) et par hypothése, la variable X? admet une espérance puis la variable X + 1 admet une espérance

d’aprés le théoréme 15. Mais alors, la variable |X| admet une espérance puis X admet une espérance d’aprés le théoréme
18.

Théoréme 22. (inégalité de CAUCHY-SCHWARZ).
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P).

Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors XY admet une espérance et de plus

(E(XY))? <E(X?)E(Y?).

1
Démonstration. L’inégalité (|X| —|Y])2 > 0 fournit |XY| < 5 (X2 +Y2) < X2 4 Y2, Puisque X? et Y? admettent une

espérance, il en est de méme de la variable X% 4+ Y2 puis de la variable [XY| et enfin de la variable XY d’aprés les théorémes
17 et 18.

Pour A € R, on pose P(A) = E ((7\X + Y)z) =NE (Xz) +2AE(XY)+E (Yz). La variable (AX + Y)? est positive et donc, par
positivité de 'espérance, le polynéme P est positif sur R.

ler cas. Si E (Xz) > 0, P est un trindbme du second degré de signe constant sur R. Son discriminant réduit est négatif ou
nul ce qui fournit :

0> A= (E(XY))? —E (X?)E(Y?)
puis (E(XY))? < E (X2) E (Y2).

2éme cas. Si E (Xz) =0, P est une fonction affine de signe constant sur R. Le coefficient de A est donc nul ce qui fournit
2E(XY) =0 puis (E(XY))2=0=E (XZ) E (Yz).

L’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est démontrée dans tous les cas.

Théoréme 23. Les variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, <7, P) admettant
un moment d’ordre 2 constituent un R-espace vectoriel.

Démonstration. La variable 0 admet un moment d’ordre 2 et si X et Y sont deux variables admettant un moment d’ordre
2 et A et w sont deux réels, (AX 4+ pnY)? = A2X? 4+ 2AuXY + p?Y? admet une espérance d’aprés les théorémes 15 et 23 ou
encore AX + uY admet un moment d’ordre 2.

Par suite, 'ensemble des variables aléatoires admettant un moment d’ordre 2 est un sous-espace de I'espace des variables
aléatoires et en particulier, est un espace vectoriel.

DEFINITION 17. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P). On
suppose que X admet une espérance E(X) et que X — E(X) admet un moment d’ordre 2.

La variance de X est : V(X) =E ((X — E(X))z) et écart-type de X est o(X) = /V(X).

Théoréme 24. (formule de KOENIG-HUYGENS)

Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, <7, P). Si X admet un moment
d’ordre 2, alors X admet une variance et de plus

V(X) =E (X?) — (E(X))*.
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Démonstration. D’aprés le théoréme 21, si X admet un moment d’ordre 2, alors X admet une espérance. Mais alors,
(X—E(X))? = X2 —=2E(X)X+ (E(X))? admet une espérance ou encore X admet une variance et, par linéarité de I’espérance,

V(X) = E (X?) —2E(X)E(X) + (E(X))? = E (X?) — (E(X))%.

Théoréme 25. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .7, P). Si X
admet un moment d’ordre 2, alors pour tout (A, ) € RZ, AX 4+ p admet une variance et V(AX + p) = A2V(X).

Démonstration. Puisque X admet un moment d’ordre 2, X admet une espérance. Il en est de méme de AX + pu et
((AX + 1) — EAX + )2 = A2(X — E(X))2.

Puisque X admet un moment d’ordre 2, X admet une variance ou encore (X — E(X))? admet une espérance. Il en est de
méme de A2(X — E(X))? et de plus

V(AX + 1) = E (A*(X—E(X))?) = ME (X —E(X))?) = M V(X).

b) Variables centrées réduites

DEFINITION 18. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, <7, P).
X est centrée si et seulement si E(X) = 0. X est réduite si et seulement si o(X) = 1.

Théoréme 26. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P). Si X

(X)

admet un moment d’ordre 2 et si V(X) > 0, alors est centrée réduite.

Démonstration. E (X — E(X)) E(X) —E(X)

oX) = =OetV(

X — E(X)) L V(X)
o(X) - (

o(X)

c) Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV

Théoréme 27. Soit X une variable aléatoire réelle sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .7, P). Si X
admet un moment d’ordre 2, alors

V(X)

Ve >0, PIX—E(X)| > ¢) < —5

Démonstration. Puisque X admet un moment d’ordre 2, X admet une espérance et une variance. D’aprés 'inégalité de
MARKOV (théoréme 20, page 18),

. 2
P(X—E(X)| 2 ¢) =P ((X—E(X))* > €%) < E(X ;(X)) ) VS()'

4) Covariance d’un couple de variables aléatoires

a) Définition et propriétés de la covariance

DEFINITION 19. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au pus dénombrable (Q, o7, P).
On suppose que X et Y admettent une espérance et que (X — E(X))(Y — E(Y)) admet une espérance.

La covariance du couple (X,Y) est cov(X,Y) = E((X —E(X))(Y —E(Y))).

On note que cov(X,X) =E ((X — E(X))Z) =V(X).

Théoréme 28. (formule de KOENIG-HUYGENS)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au pus dénombrable (Q, <, P). Si X et Y
admettent un moment d’ordre 2, alors le couple (X,Y) admet une covariance et de plus

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
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Démonstration. Si X et Y admettent un moment d’ordre 2, X et Y et XY admettent une espérance d’aprés les théorémes
21 et 22, page 19. Mais alors, (X — E(X))(Y — E(Y)) = XY —E(X)Y — E(Y)X + E(X)E(Y) admet une espérance d’aprés le
théoréme 15, page 16, et de plus

cov(X,Y) = E(XY — E(X)Y — E(Y)X + E(X)E(Y)) = E(XY) — E(X)E(Y) — E(Y)E(X) + E(X)E(Y)
= E(XY) — E(X)E(Y).

A partir du théoréme 19, page 17, on en déduit immédiatement :

Théoréme 29. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o, P).
Si X et Y admettent un moment d’ordre 2 et si X et Y sont indépendantes, alors cov(X,Y) = 0.

De maniére générale, quand deux variables X et Y vérifient cov(X,Y) = 0, on dit que les deux variables X et Y sont non
corrélées. Le théoréme précédent affirme que deux variables indépendantes sont non corrélées. On peut démontrer que
la réciproque est fausse c’est-a-dire qu’il existe des couples de variables non indépendantes vérifiant cov(X,Y) = 0.

Théoréme 30. La covariance est une forme bilinéaire, symétrique, positive sur ’espace des variables aléatoires réelles
sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P), admettant un moment d’ordre 2.

Démonstration. On rappelle (théoréme 23, page 19) que l'ensemble des variables aléatoires réelles sur un espace proba-
bilisé au plus dénombrable (Q,.«7,P), admettant un moment d’ordre 2, est un espace vectoriel. On note L, (Q, .o/, P) cet
espace.

cov est bien une application de (L2(Q, %,P))z dans R d’aprés le théoréme 28.
Si X et Y sont deux éléments de L2 (Q, o7, P), cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(YX) — E(Y)E(X) = cov(Y, X). Donc, cov

est symétrique.
Si X7, Xz et Y sont trois éléments de L (Q, .27, P) et (A1,A2) € R?, par linéarité de Pespérance,

cov (A1 X7 +2A2X2,Y) =E (M X7 +2A2X2)Y) —E (A X7 +A2X2) E(Y)
=AM (E(X1,Y) = E(X9) E(Y)) + A2 (E(X2,Y) — E(X2) E(Y))
=Acov (X3,Y) + Azcov (X2,Y).

cov est une forme linéaire par rapport & sa premiére variable sur L, (Q, <, P) et donc bilinéaire par symétrie.

Enfin, pour tout X de L,(Q,.«7,P), cov(X,X) = V(X) > 0. Donc, cov est une forme bilinéaire, symétrique, positive sur
L (Q, o, P).

b) Variance d’une somme finie de variables

Théoréme 31. Soient Xi, ..., Xy des variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P), admettant chacune un moment d’ordre 2. Alors, X7 + ...+ X;, admet une variance et de plus

VX +.+X) =) VIX)+2 ) cov(Xy,Xj).

i=1 1<i<j<n

Démonstration. Puisque les X, T < i < n, admettent chacune un moment d’ordre 2, chaque couple (Xi,Xj), (i,j) €
[1,n]?, admet une covariance. Par bilinéarité,

n n
v(in> cov [ D X, ) X[ = D cov(Xi,X;)
i=1 i=1 j=1 1<i,j<n

n

D VX +2 Y cov(Xy,Xj).
i=1

1<i<j<n
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Une conséquence immédiate des théorémes 31 et 29 est

Théoréme 32. Soient Xi, ..., X des variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable
(Q, o7, P), admettant chacune un moment d’ordre 2 et deux & deux indépendantes. Alors, X7 + ...+ X;, admet une
variance et de plus

VX +. 4+ X)) =) V(X))

5) Espérances et variances des lois usuelles

Théoréme 33. (espérances et variances des lois usuelles)

n+1 nZ—1

1) Soit n € N*. Si X ~ % ([1,n]), E(X) 5 et V(X) = 3
2) a) Soit p €]0,1[, Si X ~ B(p), alors E(X) =p et V(X) =p(1 —p).
b) Soit (1,p) € N*x]0, 1[. Si X ~ Z(n,p), E(X) =np et V(X) =np(1 —p).
1 1—p
p p?
4) Soit A €10, +ool. Si X~ 2(A), E(X) = A et V(X) = A.

3) Soit p €0, 11. Si X ~%(p), E(X) = — et V(X) =

Démonstration. 1) et 2) ont été démontrés en maths sup. On redonne ces démonstrations.

1) a) Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z ([1,n]).

n n
1 1T nn+1) n+1
E == = = — e —
(X)=) kP(X=¥k) nZk — % ,
k=1 k=1
et

6 4

1 <n+1>2 Mm+12n+1) (m+1)2

2) a) Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(p). E(0) = 0x (1—p)+1xp =pet V(X) = (02 x(1—p)+12 x p)—pz =
p—p°>=p(—p).

b) Soit X une variable aléatoire telle que X ~ By, ,p- Solent Xy, ..., Xy, n variables de BERNOULLI mutuellement indépen-
dantes (et en partlcuher deux a deux indépendantes) de parametre p On sait que Xy + ...+ X;; ~ X. On en déduit que

ZEXk Zp np et que V(X Zv Zp1— ) =np(1—p).

k=1

On peut aussi rappeler le calcul direct de E(X) et V(x) :

E(X) = i k x (2)]3]‘(1 —p)m k= incl:]])pk(] — = i ( ) M _p)(ﬂ—1)—(k—1)

et
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=nn—1p?+np—n?p? =np —np? =np(1 —p).
1
3) On rappelle que pour tout réel t €]0, 1], T Z puis par dérivation, pour tout réel t €10, 11, Z k<!

—+o00
- =) k(k—Nt2
k=2

Soit X une variable aléatoire telle que X ~ 4(p). Puisque p €]0,1[, on a encore 1 —p €]0, 1] et donc

400 +o00

1 1

X)=)Y kpl—p)k'= kK(l—p)kle=p—

) ]; p(1—p) p}; (1-p) P "

Ensuite,

Too 1 +0oo +o00 1
X)=Y 12p(1—p) = =3 kk—Tp(1—p)* "+ 3 kp(1—p)*' —
k=1 p k=1 k=1 p

1 1
—p) kk—1(1—-pF24-—- 5=~ —
pg P p p? (-0-p) p p?
20 —p)+p—1 1-p
= p2 T
4) Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(A).

+oo }\k N +oo Ak N +oo }\k 1 o
E(X):Zkge :Z(k—U = Z et = A,
k=0 k=1
et
27\k — 2 7)\
V(X) = Zk —A Zk —1 )3e +Zk
k=0
_a2.-A - 32 A2 AA 2
= Ne Z(k_z)!m A =Me et AN =,
k=2
6) Loi faible des grands nombres
Théoréme 34. (loi faible des grands nombres)
Soient Xi, ..., Xuy, des variables aléatoires réelles sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, <7, P), deux a

n
deux indépendantes et de mémes lois, admettant toutes un moment d’ordre 2. En posant pour n € N* S, = Z Xi
i=1
et en notant m Pespérance de X; (qui est encore I'espérance de chaque Xi), on a

>¢) =0

Démonstration. Soit ¢ > 0. Soit n € N*. Puisque chaque X; admet un moment d’ordre 2, chaque X; admet une espérance

Ve > 0, hm ]P<S
n

. S o
et une variance. Il en est de méme de == et de plus, par linéarité de espérance,
n
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g —liE(X-)—lZm—m
n) n — Yo N
et d’autre part, les variables X; étant deux & deux indépendantes,
Sn 1 = 1T « V(X1)
V(?) =z <in> =z 2 VIX)=—=.

D’aprés I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV,

(o) c() ) 22
n n n € ne
Quand n tend vers +o0o, on obtient
lim P(‘S—n— ‘>5>_0
n—-+oo n

Interprétons ce résultat. Considérons un événement donné A de probabilité p comme (par exemple obtenir un 1 aprés le

1
lancer d’un dé bien équilibré et donc p = E) Notons X;,, n € N*, la variable égale a 1 si ’événement A est réalisé et a 0

sinon. Xy suit la loi de BERNOULLI de parameétre p.
) S X14+...+X .
La variable F,, = =& = D17 TN ot alors la fréquence d’apparition de I’événement A au cours de n épreuves. En

n
supposant ces épreuves indépendantes, la loi faible des grands nombres affirme que pour n grand, la probabilité que la
fréquence (« probabilité empirique ») s’écarte de la probabilité théorique d’au moins € est quasiment nulle (au cours d’un

grand nombre de lancers de dés, la fréquence d’apparition du 1 doit étre trés proche de —).

6

VI - Fonctions génératrices

1) Fonction génératrice d’une variable aléatoire
a) Définition

DEFINITION 20. Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .7, P) a valeurs dans
N.

La fonction génératrice de la variable aléatoire X, notée Gx, est la série entiére associée a la suite (P(X = n))nen :

Gx(t) = Zoo t"P(X = n).
n=0

‘ Théoréme 35. Gx est définie et continue sur [—1, 1] au moins. ‘

Démonstration. Pour n € N, on pose a, = P(X =n). Pour tout n € N, 0 < an < 1 et donc Ry > 1. Par suite, Gx est
définie et continue sur | — 1, 1[ au moins.

La suite (an) est positive et la série de terme général a,, converge. De plus, pour t € [—1,1], |ant™| = axlt|™ < an.
Ceci montre que la série de fonctions de terme général f,, : t — an,t™, n € N, converge normalement et en particulier
uniformément sur [—1,1] vers la fonction Gx. Puisque chaque fonction f,, est définie et continue sur [—1, 1], la fonction
Gx est définie et continue sur [—1,1] au moins.

b) Dérivées et applications aux calculs des moments

Tout d’abord puisque le rayon de la série entiére de somme Gx est supérieur ou égal & 1 un résultat classique sur les séries
entiéres montre que ’on retrouve la loi de X & partir de la connaissance de sa fonction génératrice :
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Théoréme 36. Gx est de classe C*® sur | — 1, 1] et

vneN, P(X=n)=

Ensuite, on peut utiliser la fonction génératrice pour des calculs d’espérance et de variance (ou plus généralement des
calculs de moments) comme le montre les théorémes 38 et 39. On commence par établir un résultat général sur les séries
entiéres.

Théoréme 37. Soit (an),y une suite réelle positive telle que la série de terme général a,, n € N, converge. La
+oo

fonction f : t+— Z ant™ est dérivable en 1 si et seulement si la série de terme général na,, n € N, converge et dans

n=0
ce cas,

+oo
E Z nan.
n=1

Démonstration. Puisque la série de terme général a,,, n € N, converge, f est définie sur [—1,1] au moins. On note

que le résultat du théoréme est immeédiat si Rq > 1 auquel cas f est de classe C* sur |—Rq, Rq[ et pour tout t de
+oo

]—Ra, Ral, f/(t) = Z na,t™ ', En particulier, f est dérivable en 1, la série de terme général na,, n € N, converge et

n=1

+o0o
(1) = Z na,. On peut donc supposer dorénavant que Ry = 1 et analyser la dérivabilité de f en 1 a gauche.

n=1

Pour t € [0, 1],

+oo

f n—1 n—2
t_] Zan — =) an (VT Tt ]) (%)
n=1
- . f(t) —f(1) o . : :
En particulier, la fonction t — ———— est positive et croissante sur [0, 1[ en tant que somme de fonctions croissantes

f(t) —f(1)

sur [0, 1[. On en déduit que la fonction t — admet une limite en 1 & gauche dans [0, +00].

t—1
e Supposons f dérivable en 1 & gauche. Soit N € N*. Pour t € [0, 1],
N +oo
f(t) —f(1
Z (Tt 2+...+t+1)<Zan(t“_]+t“_2+...+t+1):%.
n=1 n=1

N N
Quand t tend vers 1, on obtient Z na, < f'(1). Mais alors, la suite des sommes partielles <Z nan> est majorée
n=1 n=1 NeN

par f'(1). Puisque la suite (nan),y est positive, on en déduit que la série de terme général na, converge et que

e Supposons que la série de terme général na, converge. Pour t € [0, 1],

+o0o

f(t
t_] Zan (TPt 1) <) an (T T4+ 1+1) =) nan < foo.
n=1
f(t) —f(1)
t—1

f(t) — (1)

- a une limité réelle quand t tend vers

Dong, la fonction t — est majorée sur [0, 1[. On en déduit que

1 ou encore que f est dérivable en 1 et de plus, quand t tend vers 1, on obtient /(1) < Z na,.

En résumé, f est dérivable en 1 si et seulement si la série de terme général na, converge et dans ce cas, f'(1) < Z nan

+oo
et /(1) > Z nan, et finalement /(1) = Z nan,.

n=1

(© Jean-Louis Rouget, 2017. Tous droits réservés. 25 http ://www.maths-france.fr



Commentaire. Pour 'implication « ZnaTl converge = Gx dérivable en 1 », on peut aussi utiliser le théoréme de

dérivation terme a terme en montrant d’abord la convergence normale de la série des dérivées n — na,t" ! sur [0,1].

Mais le théoréme de dérivation terme a terme ne permet pas d’établir la réciproque : Gx dérivable en 1T = Znan

converge. l:l

On peut maintenant énoncer les théorémes fournissant espérance et variance d’une variable aléatoire quand on connait sa
fonction génératrice (X désignant toujours une variable aléatoire sur un espace probabilisé au plus dénombrable (Q, o7, P)
a valeurs dans N) :

Théoréme 38. X admet une espérance si et seulement si Gx est dérivable en 1 et dans ce cas,

Démonstration. X admet une espérance si et seulement si la série numérique de terme général (nP(X = n))nen converge.
D’aprés le théoréme 37, appliqué a an = P(X = n), ceci équivaut a la dérivabilité de Gx en 1 et en cas de dérivabilité en
1

)

+o0o
GL(M =) nP(X=n)=E(X).
n=1

Théoréme 39. X admet un moment d’ordre 2 (et donc une espérance et une variance) si et seulement si Gx est deux
fois dérivable en 1 et dans ce cas,

E (X?) = GX(1) + G(1),
puis

2

V(X) = Gx(1) + G (1) — (Gx(1))

Démonstration. X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si la série de terme général n?P(X = n). Puisque
nn—1PX =n) =n?P(X =n) —nP(X =n) et que la série de terme général nP(X =n) converge, X admet un moment
d’ordre 2 si et seulement si la série de terme général n(n — 1)P(X =n).

Si la série de terme général n(n — 1)P(X = n) converge, alors en particulier, la série de terme général nlP(X = n) converge
(car nP(X = n) e On(mn —1)P(X =n))) et donc Gx est dérivable en 1 puis sur [0, 1]. Le théoréme 37 appliqué a
an = nP(X =n) et f = G{ montre alors que G est dérivable en 1 ou encore Gx est deux fois dérivable en 1.
Réciproquement, si Gx est deux fois dérivable en 1, Gx est en particulier dérivable en 1 et donc la série de terme général
nP(X = n) converge. Le théoréme 37 appliqué & an, = nP(X = n) et f = G{ montre que la série de terme général
n(n—1)P(X =n) converge.

De plus, toujours d’aprés le théoréme 37, dans le cas ott Gx est deux fois dérivable en 1, on a

“+o00 “+o00
G =) nn—1P(X=n)=> nn-1PX=n)
n=2 n=1
“+o00 “+o00o
= Z n’P(X =n) — Z nP(X =n) (les deux séries convergent)
n=1 n=1
= E (X?) — E(X) (d’aprés le théoréme de transfert) =E (X?) — G4(1),
et donc
E(X?) = G¥(1) + G&(1)
puis
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c) Fonction génératrice d’une somme finie de variables indépendantes

Théoréme 40.
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur une espace probabilisé au plus dénombrable (Q, <7, P).
Si X et Y sont indépendantes, alors

Gx+y = GX X Gy.

Soient X7, ..., Xy, des variables aléatoires réelles sur une espace probabilisé au plus dénombrable (Q, .o/, P).
Si Xy, ..., Xn sont mutuellement indépendantes, alors

GX1+...+Xn = Gxl X oo X Gxn.

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes, pour t € [—1,1],

“+o00 —+o0 n
Gx+y(t)_Zt“]P’(X+Y_n)_Z< ]P({X_k}ﬁ{Y_n—k}> "
n=0 n=0 \k=0

“+oo n
Z <Z PX=k)xP(Y=n— k)) t™ (car X et Y sont indépendantes)

n=0 \k=0

+o0o +o0
(Z t"P(X = n)) <Z t"P(Y = n)) (produit de CAUCHY de deux séries entiéres) = Gx(t) x Gy(t).
n=0 n=0

Le résultat général s’en déduit alors par récurrence a partir du fait que si Xy, ..., X141, sont mutuellement indépendantes,
alors X1 + ...+ X, sont indépendantes d’apres le lemme des coalitions.

2) Fonctions génératrices des variables usuelles
a) Fonction génératrice d’un variable aléatoire de BERNOULLI

Soit p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(p).
T—psin=0

PourneN, an =PX=n)=¢ psin=1 . Donc, Rq = 400 et pour t € R,
Osin>2

Gx(t) =P(X=0)+tP(X=1) =pt+1—p.
b) Fonction génératrice d’un variable aléatoire binomiale

Soit (n,p) € N*x]0, 1[. Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(n,p).

(n)pk(l —p)mkFsio<k<n
Pour ke N, ay =P(X=n) = k . Donc, Rq = 400 et pour t € R,
Osik>n
n n n
_ 3 1) — k —k _
Gx(t) =) t"P(X=k)=)_ <k> (PO (1 —p)" = (pt+1—p)™
k=0 k=0
On peut aussi appliquer le théoréme 40 en écrivant X ~ X5 + ...+ X5, ou Xy, ..., Xy, sont n variables de BERNOULLI

mutuellement indépendantes de méme parameétre p :

n

Gx() =] 6x. W) =]]mpt+1—p)=(pt+1—p)".
k=1 k=1

c) Fonction génératrice d’un variable aléatoire géométrique

O0sin=0
Soit p €]0, 1[. Soit X une variable aléatoire telle que X ~ 4(p). Pour n € N, a,, =P(X =n) =
p(1—p)™Tsin>1

1 1
Donc, Rq = i et pour t € }— [,

T—p’1—p
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+o00 +o0o
t
=Y tpl—pT=pty t1-—p) =P
Gx(t) n; p1—p)" ' =p ];u P = o
Retrouvons alors les expressions de ’espérance et de la variance du théoréme 33 page 22. Pour t € }—ﬁ, ﬁ [,
(1=0-=p)t) —t(=(01—p)) P
Gx(t) = =
Sk =0 -p)t)?
et donc
EX) = G4(1) = —F—— =1
X I—=0-=p)* p
. 1 1 x (=2)(=(0 —p)) 2(1 - .
Ensuite, pour t € ]—m, m {, G{(t) = P a0 _p)t)f et donc G¥(1) = 5 puis
2(1 — 12—
E() =Gy +epm=21=p 1 _2-7p

et enfin

VX —E(R) —(Ex)P =21 _1=P

d) Fonction génératrice d’un variable aléatoire de POISSON

n

A

Soit A € R. Soit X une variable aléatoire telle que X ~ Z(A). Pour n € N, ap, = P(X =n) = —'6*7‘. Donc, Rq = +00 et
n!

pour n € N,

SAAL

— e e At—1)

€ .

Retrouvons alors les expressions de 'espérance et de la variance du théoréme 33. Pour t € R, G{(t) = AerMt=T) et
G¥#(t) =A%2e* 1 Donc E(X) = G4 (1) =A et V(X) = GL(1) + G4(1) — (GL(1)2 = A2 + A —A2 =A.

On résume les différentes fonctions génératrices dans un tableau :

Si X~ ABp), p €]0,1[, pour tout t € R, Gx(t) =pt+1—rp.

Si X~ AB(n,p), (n,p) € N*x]0, 1[, pour tout t € R, Gx(t) = (pt+1—p)™.

. 1 1 pt
Si X ~ g(p), P E]O,][, pour tout t € ]—m, m |:, Gx(t) = m

Si X ~ Z(A), A €]0, +ool, pour tout t € R, Gx(t) = eMt=1),

Ainsi, si Xy, ..., Xy, sont n variables mutuellement indépendantes suivant des lois de POISSON de paramétres respectifs
n

A1, ..., An, alors la fonction génératrice de X =X + ...+ X, est Gx : t— H Gx, (1) = et At of done X suit la
k=1

loi de POISSON de parameétre A1 + ...+ Ap.
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