CINETIQUE et PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE (P.F.D)

Classe: ......... Prof. : Quikassi

\ 1. Principe de la conservation de masse |

1-1. Enoncé
Un systeme matériel D est a masse conservative si toute partie d de D est a masse constante au cours du temps.

1-2. Conséquences
e Soit f une fonction scalaire définie relativement a la mesure de masse dm. On a le résultat suivant :

d
p “f(M) dm

D

fi [f(M)]. dm
dt '

D

o Cette relation reste vraie dans le cas d’une fonction vectorielle.

2. Centre de gravité (Centre d’inertie) |

2-1. Définition D

Le centre de gravité du systéeme matériel D est le point G tel que :

| @.am =0
MeD
2-2. Remarque
Soit A point quelconque :
f AM.dm = mD.A—C:
MeD
2-3. Application : VoirEx.1-TD 1
2-4. Propriétés
= Sile systeme matériel D posséde un élément de symétrie matérielle alors G appartient a cet élément.

. siD={Js,
1

avec: Sjsolide de masse miet de centre de gravité Gi;
G : centre de gravité de D ;

A : point quelconque ;

Relation du barycentre
n
2m
1
2-5. Application : Voir EX. 6 - TD. 1

2-6. Vitesse et accélération du centre de gravité

Soit D systéme matériel de centre de gravité G, et O origine d’'un repére R. On a :

mp. Vig/ry = JyepVoum-dm et my. Tg/r) = Jy e pTov/m) - dm

o Démonstration : (Voir dém. 1 — Doc .3)

e Remarque :
n _ n -
m.V i
) N le iV (Gi/R) N lem I'GirR)
Si D =USi yalors: Vem=———F—— e [@mr=
1
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2-7. Théorémes de GULDIN

Premier théoréme

e Enoncé
L’aire de la surface engendrée par la rotation d’'une courbe plane et homogéne, autour d’'un axe de son plan ne la traversant
pas, est le produit de la longueur de la courbe par le périmeétre du cercle décrit par son centre de gravité.

e lllustration

|

| |

| \
i |
i

S=2mrgf Avec:S estlaire de la surface, et £ longueur de C

e Application : Voir Ex. 3-TD. 1

Deuxiéme théoréme ‘ 4

e Enoncé
Le volume engendré par la rotation d’'une surface plane et homogéne, autour d’'un axe de son

plan ne la traversant pas, est le produit de l'aire de la surface par le périmeétre du cercle décrit

SRRV

par son centre de gravité : V=2mr; S

p Y

e Application : Voir Ex. 2 - TD. 1

3. Opérateur d’inertie d’un solide S en un point Q

3-1. Définition
L'opérateur d'inertie du solide S au point Q quelconque, applique au vecteur U a pour expression :
Jo, s @) = f QM A (WA QM) .dm
Mes

« Remarque :
Cet opérateur est linéaire et symétrique ; il est alors représentable par une matrice 3x3 symétrique, notée 7(0, s) telle que:

Ja. s, w = I U

Cette matrice est appelée : Matrice d’inertie du solide S au point Q.

3-2. Expressions des éléments de la matrice d’inertie

Dans la base orthonormée directe (f,J?,E) onpose: QM =xi+yj+zk /]TC\
On aalors: z I\
fs(yz + z%).dm —fsxy.dm —fsxz.dm |
Io 9= | —Jsxy.dm  [(x*+z").dm  —[yz.dm e SR
- fsxz.dm - fsyz.dm fs(xz + y?).dm @ J k) ‘)'(/'. """ =
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« Démonstration : Voir dém. 2 — Doc. 3

A —-F -E
Cette matrice est habituellement notée : Ig ss=|-F B -D
—E -D C @7 k)

o Définitions :

+ A, BetC sontles moments d’inertie de S autour des axes (Q,7 ), (Q,7 ) et (Q, k ) respectivement (en Kg.m?) ;

+ D, E et F sont les produits d’inertie (en Kg.m?).

e Application : VoirEx. 1 - TD. 2

3-3. Base principale d’inertie et Moments principaux d’inertie

La matrice d’inertie est symétrique, elle est alors diagonalisable.

C'est-a-dire qu'il existe une base orthonormée directe (X 01 Y piZ p) telle que :

B Ap 0 0
I(QJ S) == O Bp 0 ]
0 0 Cp

(xp, ¥p, Zp)
+ Ap, Bp et Cp sont appelés : moments principaux d’inertie ;

+ Lesaxes(Q,x,), Q,y,) et (Q,z,) sontappelés : axes principaux d'inertie.

+ Labase (K,Tp,a) est appelée : base principale d'inertie.

3-4. Effet de la symétrie matérielle d’un solide sur la forme de sa matrice

d’inertie

1°" cas : S possede un plan de symétrie matérielle

Q, f , T) plan de symétrie matérielle de S.

On alors :
_ A —-F 0
I ss=|-F B 0
0 0 C @ 7, E)

« Démonstration : Voir dém. 3 — Doc. 3

« Conclusion : si S posséde un plan de symétrie matérielle alors I'axe L & ce plan est axe principal

d’inertie.

o Remarque : Si S posséde deux plans de symétrie matérielle perpendiculaires, alors sa matrice

d’inertie est diagonale.

o Application : Voir Ex. 2-TD. 2
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2éme cas : S est une plaque plane \

=

On alors : ‘
A -F 0

Ig, s) =

o Démonstration : Voir dém. 4 — Doc. 3

« Conclusion : si S est une plaque plane alors I'axe - & son plan est axe principal d’inertie, et le

moment d’inertie par rapport a cet axe est la somme des deux autres moments d’inertie.

3eme cas : S possede un axe de révolution

_ A 0 O
Onaalors: I 5= 1|0 A O
0 0 C [

(-~ k)
« Démonstration : Voir dém. 5 — Doc. 3
3-5. Application : Voir Ex. 3-TD. 2

3-6. Matrice d’inertie des solides usuels : Voir Document 2.

3-7. Matrice d’inertie d’un ensemble de solides

n
Soit D = USi ,onaalors: Ig py = 211 s, A
1

3-8. Moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe

On considére un solide S et Q point quelconque :

A est une droite passant par Q et de directeurg .

Le moment d’inertie de S par rapport & A est :

Jisymy = 8" [7(0, s)- S]

Sl

« Démonstration : Voir dém. 6 — Doc. 3
3-9. Théoréme de HUYGENS /

S : solide de centre de gravité G.

Q : point quelconque.

Le théoréme de HUYGENS s'écrit:  I(g )= I s+ Lo m,, 6

« Démonstration : Voir dém. 7 — Doc. 3
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« Remarque :
Soit QG= X X+Ygy +Z. 2, alors:

S
T @( Y+ 22 —XYe | —XeZo
Q ,- 7(0’ Mg, G) = MS _XGYG XGZ + ZGZ —YGZG
- ’ —XoZg —YeZs X+ Y @ 3, 2)

o Application : Voir Ex. 4 - TD. 2

4. Torseur cinétique

4-1. Définition
Le torseur cinétique du systeme matériel D, dans son mouvement par rapport a un repere R, en un point Q quelconque est :

- ( fMGDV(M/R) .dm )
-]

R
{ewm}= {;C(D/R) I,
Q(D/R) kf QM N V(M/R) . dm}
MeD Q

« Sa résultante est appelée : résultante Cinétique de D dans son mouvement par rapport & R (ou quantité de

mouvement) (en Kg.m.S?);

« Son moment est appelé : moment cinétique au point Q de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m2.s%).

4-2. Expressions pratigues
« Résultante cinétigue :

—

Pour un systéme matériel D : R:(p/r) = Mmp. V(G/R)

Démonstration : Voir dém. 8 — Doc. 3

« Moment cinétique :

Pour un solide S: 30 s/R) = Lig, sy Rs/mTm. QG AV g/p

Démonstration : Voir dém. 9 — Doc. 3

Cas particuliers : Voir Doc. 4

4-3. Torseur cinétique d’un ensemble de solides

Soit D = LZJSi : {C(D/R)} = 21 {C(Si/R)}

. Résultante cinétique : R, D/R) = YR, (si/R) = 21M;. V(Gi /R)

« Moment cinétique : g, o/R) = Y10, si/R) =21 | L, siy- Lsijpy tMi- QG A V(g Si/R)]

5. Torseur dynamique |

5-1. Définition
Le torseur dynamique du systeme matériel D, dans son mouvement par rapport a un repére R, en un point Q

guelconque est :

2
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MeD

I—id(D/R)
Do/} = {3 = { .
MeD Q

« Sarésultante est appelée : résultante dynamique de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m.S?);

« Son moment est appelé : moment dynamique au point Q de D dans son mouvement par rapport a R (en Kg.m2.S2).

5-2. Expressions pratigues

« Résultante dynamique

Pour un systéme matériel D : ifd (p/R) = Mp. F(G/R)

Démonstration : Voir dém. 10 — Doc. 3

« Moment dynamique

49, (D/R)] 7 7

Pour un systeme matériel D : SQ (D/R) = [ i ) + mp .V(Q/ rR N V(a/ R)

Démonstration : Voir dém. 11 — Doc. 3

Cas particuliers : Voir Doc. 4

5-3. Torseur dynamique d’un ensemble de solides

Soit D = LZJSi : {D(D/R)} = 21 {D(Si/R)}

« Résultante dynamique :ﬁd @/R) = 21 I_fd (si/R) = 21 M. r

(Gi /R)

dd,
. .—> _ - _ Q(SL/R) —> el
« Moment dynamique : 8, () = 21 8 (5 /5) = 21( [7“ ] +m; Vg )N Vigiyr))
R

6. Energie cinétique : |

6-1. Définition

L’énergie cinétique d'un systéme matériel D dans son mouvement par rapport au repére R est :

1 —
— 2
Tw/ry _Ej Vim/m) -dm
MeD

6-2. Expression pratique

. 1
Pour un solide S : Tis/p = 5 {V(S/R)} X {C(S/R)}
Démonstration : Voir dém. 12 — Doc. 3 —

Cas particuliers : Voir Doc. 4

6-3. Pour un ensemble de solides

n
. 1
Soit D = USi : To/r =21 Tsijp = 21 2 {V(Si/R)} ® {c(Si/R)}
1

2
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7.P.F.D

7-1. Enoncé
Il existe un référentiel galiléen Ry dans lequel le torseur des actions mécaniques extérieures au systéme matériel (D) est
égal au torseur dynamique de (D) dans son mouvement par rapport a Rg.

(tw-0)}= (Do rg))

7-2. Théorémes généraux de la dynamigue (TGD)

o« Théoréme de larésultante dynamigque (TRD)

—

R (b-D) ~ R, (D/Rg)

e« Théoréeme du moment dynamigue (TMD)

En un point A quelconque :

—

m, (D-D) — S, (D/Rg)
Ces deux théoréemes permettent d’obtenir 6 équations scalaires.

7.3. Utilisation des T.G.D

e Equation de mouvement

C’est une équation différentielle du 2°™ ordre traduisant les TGD et dans laquelle ne figure aucune composante inconnue
d’action mécanique.

(Les seules inconnues sont les paramétres de mouvement, leurs premiéres et deuxiémes dérivées.

e [Equation intégrale premiere de mouvement (Eg. |.P)

C’est une équation différentielle du premier ordre dans laquelle ne figure aucune composante inconnue d’action mécanique.

Y
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Document 1 — surfaces et volumes usuels

Forme du solide Centre de gravité | Surface latérale Volume
Cylindre 7z
A
; h: hauteur
D R: Rayon 2
21Rh TTR“h
OG =h/2
Cbne Az
A h: hauteur
R: Rayon de la base
TRa TR?h/3
OG =h/4
R: Rayon 2 3
G: centre de la sphére AR 4TR*/3
Sphére
Dique
R: Rayon 2
G: centre du disque TR
Cercle
R: Rayon Longueur
G: centre du cercle 21TR

()
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Document 2 — Matrices d’inertie des solides usuels

Cylindre plein

Cylindre creux

W> h
=2

Surface cylindrique

A

=2

Disque plein

B A4 0 0
1 G.cvimdre creey =| 0 A4 0
0 0 C

(--2)

0]

Disque creux
[\

m : masse ; h=0

G : centre de gravité.

Re Cerceau circulaire

\ 4
P@O

Parallélépipede

rectangle

b +c 0 0

= m
](G.P{?J'{H‘.Rdc‘! ) :1_ 0

0 0

at+cf 0

a’ +b?

(x.3.2)

m : masse ; G : centre de gravité

g IR =

Tige rectiligne

/;\:

|

Cube
L

Surface rectangulaire

0 Tige rectiligne

—b

e

©o/
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Document 3 — Démonstrations du cours

—_—

. - d,  — d . d d —.
mp. 0G = fOM.dm (:»(i—t[mD.OG]R=d—t fom.dm @mD.a[OG]R= Ia[OM]Rdm

MEeD R MEeD

—

d’ou: mp. V(G/R) = f V(M, D/R) .dm
MeD

r

Et on a aussi: mp. f‘(G/R) -)(M, D/R) " d

=fM€D m

Dans une base orthonormée directe (?,f, k ), la matrice d’inertie du solide S au point Q a pour expression :

_ H B
I(Q, S) = [I |
H B

f(Q, s, 1) f(Q, s, J) j(Q. s, k)

l/\Q—IVi).dm= [QM?2.7 —(QM AT).QM |.dm
Mes

On pose : QTi=xY+yf+z§

Donc: ]-'(Q’ s, 7)=fMeS[(x2+y2+22)l —x.Q—M].dm=fMeS[(x2+y2+zz)? —x.(x?+yj’+zl_c))].dm

i(Q_ s, 1) = [fMES(yZ + z2) dm] ;- [fMESxy.dm] ]_) — [fMesxz.dm] K

On déduit alors que : I 5= fMES
.d
Jyesxz.dm ] .(i,j, 2)
De méme : ﬁ(Q_ s 7) :fMesQ—MA(] A QT/i) .dm:fMES[ QM%.7 —(QM AJ).QM |.dm
= f [ +y2+22)] —y.(xi+y]+zk)].dm
MeS

Donc: f(Q, s 7)= ~ [fMESxy.dm] L+ [fMes(x2+Zz)dm]] - [fMESyz.dm] k
Et: ﬁ(Q_ s %)= [fMesxz.dm] L - [fMesyz.dm]] + [fMES(xZ +y2)dm] k

l[fs(y2+ z?).dm - [,xy.dm — [sxz.dm ]|
On obtient finalement : T(Q' 5) = |[ — [sxy.dm fs(x2+ z?2).dm — [;yz.dm J|

— [xz.dm —foyz.dm  [(x*+ y?).dm Qi)

f/";‘\\
Ne¥



Le plan (Q, X, ¥ ) est plan de symétrie matérielle du solide S. On peut écrire: S = S, US; ,avec S, = §;

m D= [yz.dm= [ ys zg.dm + [,y zi.dm= [( ys z;.dm — [¢ ys zg.dm =0

mE = fxz.dm=0
s

A —-F 0
-F B 0
(

x
Le solide S est contenu dans le plan (Q, 7, ), donc: M [y]

0l 7 5 &)
m A= [(y*+ z%).dm = [,y*.dm m B=[(x*+2%).dm= [jx’.dm
n A+B=f(x2+ y?).dm=C
s
mE= [xz.dn=0 m D= [(yz.dm0
) A —F 0
Donc I(Q s) = -F B 0
0 0 A+B @ j %)

A 0 O
Les plans (Q, T, k) et (Q 7, k) sont plans de symétrie matérielle du solide S, Donc : I_(Q, 5= 10 B 0
0 0 ¢lgjx)
_ A 0 O
Les axes (Q, 7) et (Q, J) jouent le méme réle pour S, Donc : Ig =10 4 0
0 Clg 5, %)
) A 0 0
Tous les axes passant par Q jouent le méme réle pour S, Donc : I(Q, s) = 0 A O
0 0 Cl- - »
A

’
./'

Jsp= jmz.dm
M €S

—_— _ —_— _— —_ >\2
Ona: MH? = QM2-QH? = QM?- (QM.§6)

= QM2. § - (oM.§)

= 5. [Qi6— (aW. §)aW | = 5. [GW A G A )]

f/";‘\\
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On injecte cette expression dans la relation précédente :

Jom= fmz.dm: fg. [QM A G AQH)].dm=3. f (OM A (5 A QM )].dm

ME€S ME€S MES
Jsip =0 Jq s m) Doulontire:Js,=35. [ Ia, S)'s]

Pour un vecteur u quelconque : f(Q’ s, @) = fMESQM/\ (u A W) .dm

_—
—_

Avec: QM = QG + GM ,onaura: f(Q_S_ 4y = fMES(QG+GM)A(;A Q—M).dm

—_

f(Q, s, ,7)=IMESQ_G)/\(;/\ Q—M) .dm+fMESG—MA(u A Q—M) .dm
j(Q, s, ) =J-M€SQ_G>/\(u A W) .dm+fMesmA(u A @)) .dm +fMESG_M/\(u A G_M) .dm

fMeSQ_G’/\(;/\ Q_M) .dm = Q_G'/\<_z:/\ QM. dm )=mQ_G'/\(;/\ @’)= f(Q,{G, m), )
fMeSG_M/\(_z:/\ Q_(f).dm=(fMESG_M).dm)/\(;/\ @;’) _
- fMeSmA(;AW).dm=i(G, s, @)

Donc: f(Q_ s, @) = i(G, s, @) + i(Q,{G, m}, @)

<l

Soit anrs:T(Q_s). U= 7((;,s)- U+ T(Q, {6, m}) u

On en déduit finalement que : 7(Q $) = 7((; s) + T(Q’ (6, m))

Nous avons déja montré que : v dm = mn. V
(M, D/R) D YG/R
MeD
Donc: RC(D/R) = f V(M’ D/R) .dm =mp. V(G/R)

MeD

Ona: > = OM AV
Tq(s/R) _fMGSQM A Vi, s /r) dm

Pour le point Q lié au solide S, on peut écrire : ‘7(1\/1 S/R) = I7(Q s/p) T M@ A ﬁ(S/R)
Donc: &Q(S/R):fMGSQM A(V(Q,S/R)+ MQ/\.Q(S/R) ) dm

&Q(S/R) =f (Q—M A I7((2, S/R)) dm +f Q—M /\(M—(j A ﬁ(S/R))dm
MeS M

€S

&Q(S/R)zf (Q—MA I7((2,5/;2))‘1771 +f WA(ﬁ(s/R)AW)dm
MesS

MeS

MesQMdm>A V(Q, s/r) T Ja, S, A(s/r))

99 (s/R) = (

&Q(S/R) =mQG A V(Q, S/R) + I(Q,S)' 'Q(S/R)

(R
N/



Nous avons déja montré que : fM . Ttu, b/r) dm = myp. It /gy

Donc: Rd(D/R)sz DF(M’ D/R).dm =mp. 1"(G/R)
€

Ona: do_)-Q(D/R) _ d(fMEDQ_IW)A V)(M,D/R)dm) _f d(Q—]VI)/\ ‘_/)(M,D/R)) d
dt - dt - MeD dt "
R R
d Q—M - — d V(M,D/R)
= J.MED( [ i ]RA V(M,D/R) +QM A —dt . ) dm

do
QM/R) [ _ = = - s
[ dt L N fMGD ( [V(M, D/R) ~ V(Q/R)] AV, p/r)t QM ATy pyg)) dm

Donc: da

=J.M6D _V(Q/R) N V(M,D/R) dm + f _QT/i A ﬁ(M,D/R)) dm

MeD
= Vierm) M fMED Vi, o/r) @M+ 0gw/m) = =m0 Vig/m A Via/my T Sow/m)
da
s 2 _ Q(D/R) = 7
D’ou il vient : 5Q(D/R) = [T + mD.V(Q/R)/\ V(G/R)
R
Dém. 12
Ona: Tsmy= 3 ) Viw ory 4m =3 | Vu sy Vi, syr) dm
ME S Me S
On sait que : V(M, s/R) = V(Q, S/R)+ MQ A ‘Q(S/R)
1 — — _— —
Tisip)=3 f Vou, sre)- [ Via, sye) + MQ A G5y | dm
MES
donc:

To/m =3 f Vo, sre)- Vo, s/) + Vi, 57y~ (M@ A D)) | dm
MEeS

1 — — — — —
T(S/R) =E m V(G, S/R) " V(Q, S/R)+ ‘Q(S/R)' f V(M, S/R) AN MQ dm
MeS

1 7 17 g =
Ts/r) =3 |m Y, s/r) - Vo, s/r) T Q(s/r)- 9 <s/R)]

1
D'ou: Ts/r)= 3 e/} Cs/m}

(=)
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Document 4 — Compléments du cours

Cas Particuliers

> Liés ala nature du point Q

v" Au centre d’inertie Gde S (ou D) :

e Moment cinétique : o =1 . Dsin v R:repere;
G (S/R) €. S/R) v S:solide;

= da, (D/R) v' D :systéme matériel ;

¢ Moment dynamique : 6, ®/R) = | ar v G:centre de gravité ;
t R v M:masse.

v' Enun point Q fixe dans le repére R :

e Moment cinétique : E’Q S/R) = T(Q,S). Qs/R)
Moment dynarmique : 8 ) = |22
o oment dynamique : Q(D/R) = a |
> Liés ala nature du mouvement du solide S par rapport a R

v' solide en translation par rapporta R :

e Moment cinétique : [ s/R) = 0
e Moment dynamique : 3(: (S/R) = 0
C 1 =
e Energie cinetique : Ts/py = zm Vz(v point ,S/R)

v solide en rotation autour d’'un axe (A,u), fixe dans lerepére R :

* Moment cinetique : U-04s/r) = J.o v J: moment d’inertie du solide S
. ) - = . o par rapport a I'axe (4, &) ;
¢ Moment dynamique : u. 6A (S/R) — J.6 v' 6:parametre de rotation du
o 1 . solide S autour de I'axe(4, i ).
e Energie cinétique : Ts/p) = 5 ] .62
v solide en mouvement plan, dans le plan (A,X,y ), de R : v ], : moment d’inertie du solide S
L . 1 = 2 par rapport a I'axe (G, Z) ;
e Energie cinétique : T(S / R) =3 [m V(G,S/R) +]Z 0 ] v' 0 :paramétre de rotation du
solide S autour de I'axe(4, i ).

> Liés alanature du solide S

v" Pour un solide 8§, assimilé a une masse m ponctuelle en A :

—

e Moment cinétique : 7, sp/R) = 0
e Moment dynamique : 3,4 (Sp/R) = 0
e Energie cinétique : T(s,/R) = % mvVy e

Notion d’équilibrage dynamique

Un solide S est équilibré dynamiquement autour de son axe de rotation A si et seulement si :
v' Son centre d’inertie est situé sur A (Equilibrage statique) ;

v' A est axe principal d’inertie de S.



