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I LE GROUPE SYMETRIQUE

1) Décomposition des permutations

fg Définition 24.1
SoitE, = [1;n], avec n € N*, on note &, I'ensemble des permutations de E,,, c’est a dire I'ensemble
des bijections de E,, vers lui-méme. On rappelle que (&, o) est un groupe de cardinal n! (non abélien
des que n > 3), ce groupe est appelé groupe symétrique de type n.

Représentation d’'une permutation :
1 cen n

o) - o (n)),la deuxiéme ligne étant les images

On adoptera la notation suivante : soit 0 € &,,0 = (

de la premiére par o (dans le méme ordre).
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ﬁ Définition 24.2 (notion de cycle)

Soit o € &, on dit que o est un cycle lorsqu'il existe k entiers distincts dans [1;n] : i1,..., ik (k>1)
tels que o (iy) = i,...,0(ix-1) = iy, 0 (i) = i1, les autres entiers de E,, étant fixes par 0. Dans ce cas, on
noterac = (i iy...ix). Le nombre k est appelé longueur du cycle, et un cycle de longueur 2 est appelé
une transposition. L'ensemble {i}, ..., i} est appelé support du cycle o. On convient que I'identité
de E,, est un cycle de longueur nulle et a support vide.

% Exercice 24.1
1/ Décrire tous les cycles de Gs.
2/ Combien y-a-t'il de cycles de longueur k dans G, ?
3/ Sio estun cycledans &, déterminerc™!.

4/ Si o est un cycle de longueur p dans S, montrer que o” = id et que o' # id si i < p. En déduire que si a est un
élément du support de o, alorso = (a o(a)...c” " (a)).

@Théoréme 24.1 (admis)
Toute permutation de E,, est un produit (pour la loi o) de cycles a supports disjoints, cette décompo-
sition est unique a I'ordre prés.

p—t

6

. 2 3 4 5
@Exemple.Sono—(s 21 6 4 5,a101rso—(13)0(465).

Exercice 24.2 Montrer que deux cycles a supports disjoints commutent. Et si les supports sont non disjoints ?

@Théoréme 24.2
| Toute permutation est un produit de transpositions.

Preuve : 1l suffit de le prouver pour un cycle, soit 0 = (i; ... ix), il est facile de vérifier que o = (i} i2) (i i3) -+ - (ix—1 ix). On
remarquera que les supports des transpositions ne sont pas disjoints deux a deux, et que le nombre de transpositions
dans la décomposition est égal a k— 1. (]

2) Signature

ﬁ Définition 24.3 (inversion)

Soit o € G, on appelle inversion de o tout couple d’entiers (i, j) € [[l;n]]2 telquei< jeto(i)>o(j).
Le nombre d’inversions de ¢ est noté1.

@Théoréme 24.3 (Nombre d’inversions d’une transposition)
| Soito = (a b) une transposition de G,, avec a < b, alors1; =2(b—a) — 1.

Preuve : En effet, soit i < j deux entiers de E,, :
— Sii,j¢{a, b}, alors i et j sont fixes, donc (i, j) n’est pas une inversion de o.
- Sii=aetj=b,alors (i, j) est une inversion.
- Sii=aetj#b,alors (i, j) estune inversion ssi j € [a+1;b—1].
- Sii#aetj=b,alors (i, ) estune inversion ssii € [a+1;b—1].
Ce qui nous fait au total 2(b — a) — 1 inversions pour la transposition (a b). (I

ﬁ Définition 24.4 (signature d’'une permutation)
| Soito € &,, on appelle signature de o le nombre noté €(o) et défini par (o) = (—1).

I a(i)—o())

On peut vérifier que (o) = =

1<i<j<n
s=Exemple : Signature d'une transposition, si o = (a b) aveca< b€ E,;, alorsI; =2(b—a) -1, donc e(o) = —1.
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@ Théoreme 24.4 (admis)

Lapplication signature € : (6,,0) — ({+1}, x), est un morphisme de groupes, c’est a dire :
Y 0,0’ € G,,e(000") =¢(0) x e(a”).

Application - Calcul de la signature d’'une permutation. Pour calculer la signature d’'une permutation o, il suffit de
connaitre sa décomposition en produit de transpositions : 6 = T; 0...0 T, on a alors €(0) = £(11) x...£(Tg) = (= 1)¥.

siExemples :
— Calculer la signature d'un cycle de longueur p > 1.
— Calculer la signature de o = 1234567879 10.
3 10 46 9 7 1 5 8 2

Il APPLICATIONS N-LINEAIRES

1) Définition

g Définition 24.5

Soient E et F deux K -espaces vectoriels et f : E" — F une application. On dit que f est n-linéaire
lorsque f est linéaire par rapport a chacune de ses variables (les autres étant fixes), c’est a dire :
Y Xx1,...,X, € E,V i € [1;n], I'application f;: E — F définie par :

fi(x) = f(x1,...,Xi-1, X, Xi41,..., Xp) €st linéaire.

i=Exemples :

— Lapplication f: R? x R? — R définie par f(u,v) = uyvy + upve (avec u = (uy, up,) et v = (vy, v2)), est
bilinéaire, plus précisément, c’est une forme bilinéaire sur R?.

— Lapplication f: R? x R? — R définie par f(u,v) = uyva — up vy (avec u = (uy, Up,) et v = (vy, 12)), est une
forme bilinéaire sur R?.

— Soit E = 4, (K), 'application f: E3 — E définie par f(A,B,C) = Ax B xC, est trilinéaire.

— Soit E = ¢°([a; b],R). Lapplication f : E> — R définie par f(u,v) = ff u(t)v(t) dt, est une forme bili-
néaire sur E.

fg Définition 24.6

Soit f:E" — F une application n-linéaire, on dit que f est:

— symétrique : lorsque ¥V ¢ € &,V x1,...,x, € E, f(xsq),---» X)) = f(x1,...,Xx), autrement dit,
changer I'ordre des vecteurs ne change pas le résultat.

— antisymétrique:lorsqueV 0 € &,V x1,...,x, €E, f(Xs01),---» Xom)) = €(0).f(x1,..., Xp), autrement
dit, échanger deux vecteurs change le signe du résultat.

— alternée : lorsque V xy,..., X, € E, s'il existe i, j € [1; n] tels que i # j et x; = xj, alors f(x1,...,X,) =
0, autrement dit, si deux des vecteurs sont égaux alors le résultat est nul.

\

Notation : soit f : E” — F une application n-linéaire, pour o € S, on pose f5: E” — F définie par f5(x1,...,X,) =
fxe),---»Xam))- On remarquera que f;; est également n-linéaire.

sisExemple : En reprenant les exemples ci-dessus, la premiere application et la quatrieme sont symétriques, la
deuxieéme est antisymétrique et alternée, la troisieme est ni symétrique, ni antisymétrique, ni alternée.

€9 Théoréme 24.5
| I'yaéquivalence entre antisymétrique et alternée.

Preuve: Si f : E" — F est n-linéaire alternée, soient xy,...,x, € E, soit T = (i j) avec i, j € [1;n], posons xg = x;. =X +Xj,

etS= f(xl,...,x,-_l,xg,x,-ﬂ,...,xj_l,x},xjﬂ,...,xn), comme f estalternée, S =0, mais S = f(x1,..., Xi-1, Xi, Xi+1,+-+» Xj=1, Xj, Xj+1,-.-
fx1,., X1, X, Xit 1,445 Xj-1, Xi, Xj+1,.-., Xn) (én développant par rapport a la i€ variable puis par rapport ala j¢), ce
qui donne f; = —f = ¢(1).f, mais comme toute permutation est un produit de transpositions, on en déduit que
Y o€y, fo =€(0).f cestadire f est antisymétrique.

Si f est antisymétrique : supposons x; = x; avec i # j, alors soit T = (i j), on a f(x1,...,%5) = fr(x1,...,Xp) =
—f(x1,...,x,),donc f(xy,...,x,) =0, i.e. f estalternée. O
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©9Théoréme 24.6
L'ensemble des applications n-linéaires de E" vers F est un K-espace vectoriel (s.e.v. de & (E", F)).
L'ensemble des applications n-linéaires alternées de E" vers F est un K-espace vectoriel (s.e.v. de
Z (E",F)).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

2) Développement suivant une base

Soit E de dimension p, soit *5 = (ey, ..., ep) une base de E, soit S = (x1,..., X;) une famille de n vecteurs de
E et soit A = Py 5 € M), n(K) la matrice de la famille S dans la base 5. Soit u = f(x1,..., x,), en développant
par rapport a la premiére variable, on obtient :

u= ) ajflej, Xz, xn)

IShisp

Puis on développe chacun de ces termes par rapport a la deuxiéme variable x,, ce qui donne
u= Y ajap2f(€j, e, X3,...,%n)
1< /1, j2<p
etc...,cequidonne alafin:
fGuox) = ) ajaajafle),..e))
1< jn <SP

C’est le développement de f(x1,...,X;) dans la base B, on voit ainsi qu'une application n-linéaire
f: E" — F est entierement déterminée par la donnée des vecteurs f(e v €],)-

Il DETERMINANT DANS UNE BASE

1) Formes n-linéaires en dimension n

Avec les notations précédentes, supposons que la dimension de E soit égale a n, soit B = (ey, ..., e;) une
base de E, et f une forme n-linéaire alternée sur E, d’aprés ce qui précede, on a:

fG,.ox) = Y ajeaj,nfleg,....ej,)
1< 1 jn<n

comme f est alternée, dés que deux indices sont égaux, le terme correspondant est nul, il reste donc :

f(xlv-..yxn): Z ajlrln.ajn,nf(ejl!'--)ejn)
1< 1, jn < distinets

Lorsque les indices sont distincts deux a deux, on a forcément, {ji, ..., jo} = [1; 7], en posant o (k) = j; on
définit une permutation des entiers de 1 a n et on peut alors écrire :

F&x1,ex) = Y. acay1e domnf (€s), .- €am)

e,

Or, f(eg1),---» €a(n) =€(0).f(e1,...,e,) (f est antisymétrique), finalement on a la formule :

fn,.ox) = Y €0 as,1- omn|flen...,en)

eSS,
Doncsi f est une forme n-linéaire alternée sur E, alors il existe un scalaire a tel que :
Y X1,..,Xpn € E,f(xl, v ,xn) = Z 8(0)&0(1),1610(2),2 ... Qg(n),n-
e,

Avec a = f(ey,..., e,) (ce qui détermine entierement f), et les scalaires a;, j étant les coefficients de la matrice
de la famille (x1,..., x,) dans la base B.
Si o parcourt G, alors o~ aussi, on peut donc écrire :

Vxi,..., Xn € E, f(JC1, ceey x,,) = Z e(o) a)o-11)2,67-12) -+ An,0-1(n)
o~ leG,

= Z e(0)ayo)--- Anon)-
0B,
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@Théoréme 24.7

On pose pour xi,...,x, €E, fi(x1,...,x,) = Y. €(0)a1,6)---An,o(n), alors fi est une forme n-linéaire
0eS,

alternée surE et fi(ey,...,e,) =1 (en particulier f; est non nulle).

Preuve : On note ¢; la forme linéaire qui a tout vecteur x de E associe sa coordonnée sur e;.
On note alors f(x1,...,X,) = ¢c1(x1)c2(x2) - - - cn(Xy), on vérifie que f ainsi définie, est n-linéaire de E” vers K. On

pose g(x1,...,xp) = X €(0)f(xgq),---,»Xo(m)), ON sait que g est n-linéaire (combinaison linéaire de formes n-linéaires),
0eS,
soit T une transposition de E,, alors g(x:q),...,Xtm) = X €(0) f(Xt0q)),---» X1r(0my)), ON effectue un changement
0eS,

d’indice en posant ¢’ = To o (0’ parcourt &, une et seule fois lorsque o parcourt &), on a €(c’) = —¢(0), d’'ou

88Xy X)) =— X e(cr’)f(x(,/(l),...,xU/(m) =—g(x1,...,x,), donc g est alternée.
o'eG,
n
En revenant a la définition de f, etenposant x; = ¥ a;je;,ona:
i=1

glx1,...,xp) = Z €(0)aioq) X *** X Ano(n) :fl(xl;---rxn)
0eS,

Lorsqu’on calcule fi(e1,...,ey), tous les a; ; sont nuls sauf ceux de la diagonale qui valent 1, il reste seulement le terme
correspondant a 'identité de E;;, ce qui donne fj(ey,...,e,) =aj; X+ X ay, = 1. O

@Théoréme 24.8
Sidim(E) = n, alors I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un K -espace vectoriel de
dimension 1 (droite vectorielle), dont une base est I'application f ci-dessus.

Preuve : D’apres le début de ce paragraphe, toute forme f, n-linéaire alternée sur E, est du type f = afj aveca € K. [J

2) Déterminants de n vecteurs dans une base

ﬁ Définition 24.7
L'application f, définie ci-dessus est appelée déterminant dans la base ‘B, elle est notée detsy.
C’est donc une forme n-linéaire alternée sur E, qui constitue une base de I'’ensemble des formes
n-linéaires alternées sur E, plus précisément, c’est 'unique forme n-linéaire alternée sur E qui vérifie :
dety(ey,...,en) = 1.

Expression du déterminant : soit 5 = (e, ..., e;) une base de E et soit (x,..., x;) une famille de n vecteurs
de E, et soit A = (a;, ;) € 4, (K) la matrice de cette famille dans la base 83, on a I'expression suivante :

det(x1,...,x,) = Y €(0)aioq)--- Anom
B 0eS,

sisExemples :

— Soit E = K2,B = (i, j), la base canonique, soient u = (u1,u2),v = (v1,v;) € E, alors detg (u,v) =
apiaze—ay2az1 = U1V — Uz V.

- SoitE=K3,8 = (i, j, k), la base canonique, soient © = (uy, Uy, u3), v = (v1, V2, v3) et w = (wy, Wy, W3) €
E, alors det% (u,v,w) =uyvy W3 — U V1 W3 — U3V W1 — UL V3W2 + U3V W2 + Up V3 W] .

- Si dim(E) = n,*8 = (ey, ..., e,) une base de E, (x1,...,x,) une famille de E telle que la matrice A du
systeme dans la base ‘5 soit triangulaire supérieure, alors : dety (x1,...,X,) = @11 ... Gpn,n, produit des
coefficients diagonaux de la matrice.

En effet, pour que a;,5() . .- @n,6(n) @it une chance d’étre non nul, il faut que 1 < o(1),...,n < o(n), ce
qui ne donne qu’une seule possibilité : o =id.

3) Propriétés du déterminant

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et ‘B = (ey;..., e,) une base de E.
- L’application‘ detys est une forme n-linéaire alternée ‘, donc:
o elle est linéaire par rapport a chaque variable, par exemple :
detgs (axy +Pxy, X2, ..., Xp) = adetg (X1, X2,..., X,) + Pdety (X, X2,..., X).
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» si on échange deux vecteurs dans le déterminant, alors le résultat change de signe. Par exemple :
detys (x2, X1, X3,...,X,) = —dety (X1, X2, X3,..., X,). Plus généralement :

Voe 6n,d£t(xg(1),...,xg(n)) =¢(0) dgt(xl,...,xn).

 Si deux des vecteurs de la famille (x,..., x;) sont égaux, alors dety (x1,...,Xx,) = 0. On en déduit

si'un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire des autres (i.e. la famille est liée), alors

le déterminant est nul, on en déduit également qu’ajouter a 'un des vecteurs une combinaison

linéaire des autres, ne change pas le déterminant, par conséquent on peut calculer un déterminant

avec la méthode de Gauss (pour obtenir un systeme de vecteurs dont la matrice dans la base ®5 est
triangulaire supérieure).

- d%g:t(el,...,en) =1/ ce que 'on note dety (B) = 1, c’est 'unique forme n-linéaire alternée sur E qui

vérifie cette égalité.
— Si B’ est une autre base de E, alors d%e,t = d%e,t(%).dgt . On en déduit que detg (B) detoy (B') = 1.

Preuve : Lensemble des forme n-linéaires alternées est une droite vectorielle engendrée par dety, donc il existe
un scalaire o tel que detgs’ = . detss, pour obtenir a, il suffit d’appliquer cette égalité sur les vecteurs de 3. [

- | La famille (x,..., x,) est une base de E ssi dety (x1,...,X,) #0 ‘
Preuve : Soit B’ = (x1,...,x,), si B’ est une base de E, alors '’ensemble des formes n-linéaires alternées sur
E est une droite engendrée par dety et detss = detss (B'). detss, or detss n'est pas 'application nulle, donc
detss (B') £0.
Réciproquement, si detgs (B') # 0, alors la famille 9B’ est libre, car si elle était liée, I'un de ses vecteurs serait
combinaison linéaire des autres et donc le déterminant dans la base B serait nul, ce qui est absurde. Donc 8’
est une famille libre de n vecteurs en dimension 7, c’est donc une base de E. O

IV DETERMINANT D’UN ENDOMORPHISME
1) Définition

Soit E un K-espace vectoriel, soient B = (ey, ..., e,) et B' = (e}, ..., €},) deux bases de E, et soit u € Z(E),
on note f la forme n-linéaire alternée définie par :

flxr,..0x0) = dmgt(u(xﬂ,m, u(xp))

On sait qu'il existe un scalaire a tel que f = adety, avec a = f(e}, ..., e},), or dety = detgy (B') detey, d’otr
o = dety (B') detoy (u(e)), ..., u(e),)). En calculant f(ey,..., ey,), on obtient :

det(u(ey), ..., u(ey)) = adet(B) = det(u(e)),..., u(e),))
B B’ B’

car detg (B) detg (B') = 1.

g Définition 24.8
Soit E un K-espace vectoriel et soit *5 = (e,...,e,) une base de E, soit u € £(E), on appelle dé-
terminant de u le scalaire, noté det(u) et défini par : det(u) = dety (u(ey), ..., uley,)). Ce scalaire est
indépendant de la base*5 choisie.

sisExemple : Soit u € £ (R?) défini par u(x,y) = (x+ y;2x — y), notons 8 = (i, j) la base canonique de R?, alors
det(u) =dety (i +2j,i — j) =dety (3i,i — j) = dets (3, — j) = —3detn (i, j) = -3.
Expression du déterminant : soit u € £(E) et soit ‘B = (ey,...,e,) une base de E, la matrice du systeme
(uley),..., uley)) est en fait la matrice de u dans la base B, posons A = (aij) = rrflglt(u), alors on peut écrire :

det(u) = ) €(0)aioq) - Anon
eSS,
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2) Propriétés du déterminant

— Soit u € £ (E), soit B une base de E, alors :

‘ V X1,...,Xp € E,dggt(u(xl),..., u(x,)) = det(u) d{gt(xl,...,xn)

Preuve : Lapplication f définie par f(xi,...,x,) = detg (u(x1),..., u(xy,)) est n-linéaire alternée, donc il existe

un scalaire a tel que f = adetsy, ce scalaire vaut « = f(ey,...,e;) (en posant 8 = (ey, ..., e,)), donc a = det(u)

d’apres la définition. (I
— Soient u, v e £(E), on a‘ det(uov) =det(vou) = det(u)det(v) |

Preuve : Soit B = (ey,...,e;) une base de E, alors :

det(uov) = dmgt(u(v(el)), ..., u(v(ey)) =det(w) dgt(v(el),..., v(ey)) = det(u) det(v),

de méme, on obtient det(v o u) = det(v) det(u), ce qui donne I'égalité. O

— Soit u € £(E) et soit 8 une base de E, alors | u € GL(E) ssi det(u) # 0 |, et si c’est le cas, alors det(u™}) =

1
det(u) *
Preuve : Si u € GL(E), alors det(u) det(u™!) = det(uo u™1) = det(idg) = 1, donc det(u) # 0, et on a la formule.
Réciproquement, si det(u) # 0, alors la famille (u(ey), ..., u(e,)) estlibre, donc u est bien un automorphisme de
E. (]

V DETERMINANT D’'UNE MATRICE CARREE

1) Définition

fg Définition 24.9
Soit A = (a; ;) € My(K), et soit u 'endomorphisme de K™ canoniquement associé a A, on appelle
déterminant de A le déterminant de u et on pose :

det(A) = det(u) = d%et(Cl A),...,Cu(A),

ol *B désigne la base canonique de K.

Expression du déterminant : A est la matrice de u dans la base canonique de K", donc d’apres le paragraphe
précédent,ona:

det(A) = Z e(0)aic) Anon)
0eS,

ayp ot din
Notation : on écrit det(A) =

ap,1 - Qpn

i Exemples :
b

d’ =ad - bc.

. . . a
— Cas d’'une matrice carrée de taille 2 :
c

— Cas d’'une matrice triangulaire : si A est triangulaire, alors det(A) =

1

a;; (produit des éléments

n
=1

diagonaux).

2) Propriétés du déterminant d’une matrice carrée

— Une matrice carrée A et sa transposée, ont le méme déterminant. On en déduit que si 5 est la base
canonique de K", alors det(A) = dety (C1 (A),...,Cr(A)) = dety (L1 (A),...,L,(A).

Preuve : En effet, onadet(A) = Y €(0)aio0) Anom = L €(0)ag)1-* Aom),n = det(*A). ]
0eS, 0eG,

— Soit u € £(E), et soit B une base quelconque de E, si rr%lt(u) =Ae ,(K), alors det(u) = det(A). On en

déduit en particulier que si P € GL,(K), alors det(P~! x A x P) = det(A).

— SiA,Be 4, (K), alors det(A x B) = det(A) det(B), en particulier, on a det(A x B) = det(B x A).

— Une matrice carrée est inversible ssi son déterminant est non nul, si c’est le cas, alors det(A™}) =
det(A)~L.
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— Utilisation de la méthode de Gauss: on utilise celle-ci pour se ramener au calcul du déterminant d'une
matrice triangulaire, plus précisément :
» Lopération L; < Lj, change le signe du déterminant (idem avec les colonnes).
o Lopération L; — oL; (a # 0), multiplie le déterminant par a (idem avec les colonnes).
o Lopération L; — L; +aLj, ne change pas le déterminant (idem avec les colonnes).

1 11
wwExemple: AvecA=|-1 2 0f.
2 3 1
1 1 L;<—L3z—-L 1 1 L3<—L3z—L 1
det(h) 2% _lop 2 1| B Mg 2 _|BE o —1|=-4
13 2 02 1 00 2

*Exercice 24.3 SoitA € 4, (K) et A € K, montrer que det(AA) = A" det(A).

3) Développement suivant une ligne ou une colonne

Soit A = (a;,j) € M, (K), soit B = (ey,...,e,) la base canonique de K", notons Cy,...,C,, les vecteurs

n
colonnes de A, pour j € [1;n],onaCj = ¥ a; je;, parlinéarité par rapport a la j¢ variable, on peut écrire :
i=1

n
det(A) = Z ai, d§t(C1,...,Cj_1,ei,Cj+1,...,Cn).
i=1

n
En posant y; j(A) = detyg (Cy,...,Cj-1,€;,Cj+1,...,Cy), on a alors det(A) = Y a;,jY;,j(A), C’est le développe-
i=1

ment de det(A) suivant la colonne j.

f! Définition 24.10

Le scalaire Y; j(A) est appelé cofacteur (i j) de la matrice A, c’est le déterminant de la matrice A dans
laquelle Ia colonne j a été remplacée par le i€ vecteur de la base canonique de K".

Calculdey; ;(A):
ay,y - ayj-1 0 aypjye1 0 an
ai-11 - ai-1j-1 0 aj-1j+1 0 Gi-1n
Onay;jA)=|ajy -+ aij-1 1 aij+1 -+ ain |, onéchangeles colonnes Cj, et Cj, puis
ai+11 0 Aiv1,j-1 0 @iy1j+1 0 Qitln
apy o Apj-1 0 apj1 0 apn

Cj+1 et Cjo, ... etc, pour amener la colonne j en derniere position, sans changer I'ordre sur les autres
colonnes, le déterminant est multiplié par (—1)"7/. De le méme facon, on ameéne la ligne i en derniére
position sans changer I'ordre des autres lignes, le déterminant est multiplié par (—1)"~*. On obtient alors :

a, - ayj-1 ayj+1 - a0
- @i et @ic,j-1 Gicjrr c Gi-in 0
1+
YijA) =D Nage - aiv1jo1 Givjer 0 Gisnn 0|,
an1 = A4pnj-1 anp,j+1  ***  Qan
aiy v G-l ajj+1 0 Qip 1

notons b; ; les coefficients de la matrice a I'intérieur de ce déterminant, on a

Yi,j A = (DY e(0)boy e bomyn

geS,
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on remarque que lorsque o(n) # n, alors by (), , = 0, on peut donc ne retenir que les permutations ayant n
comme point fixe, c’est a dire en fait les éléments de S,,_;, et comme b, , = 1, on a alors :

Yi,j &) =D Y €@ boay e bom-1),n-1-

O'Eanl

C’est le déterminant de la matrice extraite de A par suppression de la ligne i et de la colonne j, multi-
plié par (-1)"*/.

o4 Définition 24.11
Soit A € 4y(K), on appelle mineur (i j) de la matrice A, le déterminant A; ;(A) de la matrice A;
obtenue par suppression de ligne i et de la colonne j de A. Le lien entre cofacteur et mineur est :
Yi,jA) = (DA (A).

Le développement de det(A) suivant la colonne j s’écrit donc:

n o A;,j(A) est un déterminant d’ordre n — 1,
det(A) =) a; j(-1)'A; j (A).
i=1

c’est donc une formule récurrente.

sisExemple : En développant suivant la deuxiéme colonne :

1
-1

-1 2 1 1
=
1

11 1 2’:(—2)(—3)—9:—3.

w o N

1
2 =—2‘
1

Développement suivant la ligne j : comme une matrice A € .4, (K) a le méme déterminant que sa trans-
posée, développer det(A) suivant la ligne j revient a développer det(*A) suivant la colonne j, ce qui donne

n P
det(A) = Y. (*A); j (-1 A; j(*A), mais A; j(*A) = A ;(A), ce qui donne finalement :
i=1

det(d) = Y a;; (-1 A;;(A)
i=1

Un exemple classique : le déterminant de Vandermonde !

1 ag - of

SoitA=|: . |, otta,...,a, €K, s0it V,, = det(A), alors on a le résultat suivant :
1 oy - (xn
V= ] (@-a

0<i<j<n

Preuve : Si deux des scalaires sont égaux, le résultat est évident. Supposons les «; distincts deux a deux. On peut

vérifier que pour n = 2 le résultat est vrai. Supposons le vrai au rang n, et remplagons dans V,,;; la derniere ligne par

(1XX2...X""*1), le déterminant obtenu en développant suivant la derniére ligne, est un polynome P(X) de degré au plus
n

n+1, dont les racines sont «, ..., &5, de plus son coefficient dominant est V;;, par conséquenton aP(X) =V, [] X—-aq;),
i=0

n
douVyy1 =V, [T (ape1 —ay) = [T  (oj—ay). O
i=0 0<i<j<n+l

4) Comatrice

f! Définition 24.12
SoitA € 4, (K), on appelle comatrice de A la matrice de .4, (K) dont les coefficients sont les cofacteurs
Yi,j(A). Notation Com(A) = (y;,j (A)1<i,j<n-

b),alorsCom(A):(d _C).
-b a

.. (a
@Exemple.&A—(C d

1. VANDERMONDE Alexandre (1735 — 1796) : mathématicien francais qui fut le premier a étudier les déterminants.
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@ Théoreme 24.9 (relation fondamentale)
| V Ae . 4,[K), Ax'Com(A) ="'Com(A) x A = det(A)],,

Preuve : Soit B = A x *Com(A), alors b; ;= él ai,k(—l)j+kAjk(A), qui est le déterminant de la matrice obtenue en
remplacant dans A, laligne j parlaligne i, d'ol1 b; ; = det(A)d; ;.

Posons C ="'Com(A) x A, alors ¢; j = él ag, (=1)*kA ;(A), qui est le déterminant de la matrice obtenue en rempla-
¢ant dans A, la colonne i par la colonne j, on a donc c¢; j = det(A)d; ;. O
Application - Si A € ./, (K) est inversible, alors :

A7l= ! tCom(A)
det(A)

VI APPLICATIONS

1) Géométrie

Soit E un espace de dimension n et 3 = (ey, ..., ;) une base de E, soit H un hyperplan de E et (i1, ..., up—1)
une base de H. On a alors :

v(x1,...,xp) EH < (uy,...,uy_1, ) estliée
— det®B(uq,...,up-1,v) =0

ayy o dip-1 X1

ap1 ** Qppn-1 Xn

= (1) Ax 4+ (=1)""A X, = 0 (développement suivant la colonne 7)

<~ |oyx1+---+0,x, =0| c’estune équation cartésienne de I'hyperplan H

2) Orientation d’un espace vectoriel réel

Soient ‘B et B’ deux bases d'un R-espace vectoriel de dimension finie, E, soit P la matrice de passage,
alors P est une matrice inversible, donc det(P) # 0, on a alors soit det(P) > 0, soit det(P) < 0.

f! Définition 24.13

On dit que la base B est en relation avec la base 8’ lorsque la matrice de passage a un déterminant
strictement positif, on note alors BRZB’.

rwExemple : Une base 8 = (ey,..., e,) est en relation avec elle-méme, mais pas avec B’ = (—eq, es,...,ep).

@Théoréme 24.10
| Larelation % est une relation d’équivalence, et il n’y a que deux classes d’équivalence.

Preuve : La réflexivité est évidente. La symétrie découle de la formule Pg3 g3/ = P%I,J;B. La transitivité découle de la
formule : Py s = Psg o3 x Pogr s

D’apres 'exemple ci-dessus, il y a au moins deux classes d’équivalence, soit 28" une troisiéme base, supposons que
B ne soit pas en relation avec B”, alors Pgyr ;n = Pgyr o3 x P 3, d’otr det(Psyr q37) = det(Psg o3) x det(Pss m#) > 0, car
ces deux déterminants sont négatifs, par conséquent B” Z9B’, et donc la classe de B" et égale a celle de B'. O

g Définition 24.14
Orienter I'espace vectoriel E c’est choisir une des deux classes d’équivalence, que I'on appelle classe
des bases directes, I'autre étant alors appelée classe des bases indirectes. Il n’y a donc que deux
orientations possibles.
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-\@"A retenir
Le déterminant de la matrice de passage entre deux bases directes (ou deux bases indirectes) est
strictement positif. Le déterminant de la matrice de passage entre une base directe et une base
indirecte est strictement négatif.

3) Systemes linéaires

a11x1+...+a1pxp bl
C’est un systeme de la forme (S) : , ol les scalaires xi,..., x, sont les in-
An1X1+...+ appXxp, = by
connues.

Le systeme (S) peut s'interpréter de plusieurs facons:

— Interprétation géométrique : chaque équation de (S) peut étre vue comme I'équation d'un hyperplan
de K? (lorsque les coefficients ne sont pas tous nuls). Les solutions de (S) sont les coordonnées des
points de I'intersection de n hyperplans.

X1 by ay - i
— Sous forme matricielle : (§) < AX=BouX=|:|[,B=|: [ etA=]| : : |,Aestla
Xp by, ap1 - Qnp
matrice du systéme. Le rang de la matrice A est appelé le rang du systéme S, il peut étre vu comme le
nombre maximal d’équations indépendantes du systeme.

- Sous forme linéaire : soit u € £ (K?,K") I'application linéaire canoniquement associée a A, soit x € K”
le vecteur de coordonnées (xy, ..., xp) dans la base canonique, et soit b le vecteur de K™ de coordonnées
(b1,...,by),onaalors (S) < u(x)=">b.

- Sous forme vectorielle : soient vy, ..., vp les vecteurs colonnes de A, ona (S) < xjv1 +...+xpvp = b,
c’est une équation vectorielle dans K",

g Définition 24.15 (Systemes de Cramer)
C’est un systéme linéaire carré possédant une unique solution, ce qui revient a dire que la matrice
du systéme est carrée inversible.

Formules de Cramer? : on aici n = p, notons Cy,...,C, les colonnes de A ,ona B = x,C; +...+ x,C,, soit D;
la matrice obtenue en remplacant dans A la colonne i par la colonne B,on a:

n
det(D;) = Z Xk det(C4,...,C;_1, Civ,Cit1,...,Cp)
k=1
ce qui donne det(D;) = x; det(A), d’ol1 les formules :

det(C1,...,Ci—1,B, Ci+lr- nd)
det(A)

Vie[l;n],x =

ax+by =u

wwExemple : Si ad — be # 0, alors le systéme (S) { , posseéde une unique solution :
v

cx+dy =
_ ud-vb
{x ~ ad-bc
_ av—cu
Y = ad—bc

VIl SOLUTION DES EXERCICES

Solution 24.1
1/ Cycles de &3 :idg,, (12),(13),(23),(123) et(132).

2. CRAMER Gabriel (1704 — 1752) : mathématicien francais qui s’est intéressé aux systémes linéaires et a la théorie des détermi-
nants.
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2/ Pour faire un cycle de longueur k, on prend k entiers parmi n pour faire le support, (Z) choix, puis il faut faire un
cycle avec ces k entiers, c'est comme placer k convives autour d’'un table ronde, il y a (k — 1)! facons de faire. Soit au
total (k- D!(}) = 2% cycles de longueur k.

3/Sio= (i1 iy ... ip) alorsa™ = (ip ip-1 -+ i1).

4/ Sio = (jo jr ... jp-1), alors on peut vérifier que 6 (ji) = jr+1 mod p)» 0N en déduit que ol () = jrsi (mod p) (les autres
entiers étant fixes). On a donc bien o” =id et sii < p alors ' (jx) = jk+i (mod p) 7 Jjk donc o' #id. Si a est un élément
du supportdec, alorsonaa= ji, sico'(a) = °(a) alors jiyi mod p) = jk+s mod p) €t donci=s (mod p), donc les

entiers a, (a), ..., 0P~ Y(a) sont distincts et 6P (a) = a, d'otto = (a o(a)...c” ).
Solution 24.2

1/Sic=(iy iy ... ip) etc' = (j1 jo ... ji) deux cycles a support disjoints, si k est un entier, en distinguant trois cas :
kedin,....iph ke{ji,....jx} etk & {ir,..., i} U{j1,..., j}, on vérifie que co ¢' (k) = ¢ o c(k).
2/ Les cycles a support non disjoints ne commutent pas, par exemple : (12)o(23) = (12 3) alors que (23)o(12)=(132).

Solution 24.3 Par linéarité sur chaque vecteur colonne, on peut sortir le coefficient A de chaque colonne.
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