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K désigne un sous-corps de C.

I MATRICES, LIENS AVEC LES APPLICATIONS LINEAIRES

1) Définitions

fg Définition 22.1

Soient n, p € N*, on appelle matrice a n lignes et p colonnes a coefficients dans KK, toute application
M:[1;n] x [1; p] — K. Pour (i, j) € [1; n] x [1; p], on pose M(i, j) = M; ; (ou m; ;), c’est le coefficient
de la matrice M d’indices i et j, le premier indice est appelé indice de ligne, et le second indice de
colonne.

L'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients dans K est noté ., ,(IK), on a donc
M, p(K) = F ([1;n] x [1; p], K).
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mia e ml,p

)

Notations : Si M € ./, , (), on peut écrire : M = (m;,j) 1<i<n Ou bien M =
1<j<p
m}’l,l “ee mn,p
Remarque 22.1 — L'égalité entre deux matrices est en fait I'égalité entre deux fonctions, par conséquent deux

matrices sont égales lorsqu'elles ont la méme taille et les mémes coefficients.
Cas particuliers :
— Lorsque n = p on dit que la matrice est carrée, I'ensemble des matrices carrées a n lignes est noté
M, (K) aulieu de 4, , (K).
— Lorsque n =1 on dit que M est une matrice ligne: (1 2 -3)e .4 3(K).

2
— Lorsque p =1 on dit que M est une matrice colonne : [ 0 | € .43 ; (K).
5
4 Définition 22.2
Soit M € My,,(K), pour k€ [1;p] :
On appelle k-iéme vecteur colonne de M le vecteur ¢, (M) = (my i, ..., Mp k), C'est un élément de K".
mi,k
On appelle k-ieme matrice colonne de M la matrice €,(M) = | . |€.1(K).
Mp,k
On appelle k-iéme vecteur ligne de M le vecteur Ly (M) = (my 1, ..., Mk, p), C’est un élément de IKP.
On appelle k-iéme matrice ligne de M la matrice (M) = (my,; - mk,p) € M, p(K).

f! Définition 22.3 (transposition)

Soit M € My p(K), on appelle transposée de M la matrice de ./, (IK) notée '™ et définie par:
['M];,;j =M;,; pourie[l;p]etje[l;n]

Autrement dit, la ligne i de "™ est Ia colonne i de M.

1
1 2 3
r=Exemple : Soit M = (4 s 6) € Mr3(K),ona'M = |2 € M35 (K).
3

D G

@Théoréme 22.1 (propriétés de la transposition)
On a les propriétés suivantes :
o U, (K) est stable pour la transposition.
«'(*M) = M, on en déduit en particulier que la transposition est une involution dans ./, (K).
*Li('M) = Ck(M) et C('M) = L(M).

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

g Définition 22.4 (trace d’'une matrice carrée)

1=

n
SoitM € 4, (K), on appelle trace de M le scalaire noté tr(M) et défini par : tr(M) = Y. M; ;, c’est donc
1

la somme des coefficients diagonaux.

Matrices particuliéres :
- Matrice nulle : la matrice nulle a n lignes et p colonnes est la matrice de .4}, ,(IK) dont tous les
coefficients sont nuls, celle-ci est notée Oy, . Lorsque p = n, la matrice Oy, est notée simplement Oy,
c’est la matrice nulle de .4, (K).
— Matrice unité : la matrice unité de .4, (K) est la matrice carrée de taille n, notée I, et définie par
In = (8 j)1<i,j<n> C'est adire, I, est la matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1, les
autres (coefficients extra-diagonaux) sont tous nuls.

1 00
iwExemple:I3=|0 1 0] estlamatrice unité de .#3(K).
0 0 1
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— Matrice diagonale : une matrice diagonale est une matrice carrée dont tous les coefficients extra-

a 0 e 0
0 a 0 0

diagonaux sont nuls. C’est donc une matrice de laforme M = | | . |, une telle matrice
0 ces 0 ay

est notée parfois M = diag(ay, ..., an).

- Matrice élémentaire : une matrice élémentaire de ./, ,, (K) est une matrice dont tous les coefficients
sont nuls sauf un qui vaut 1. Il y a donc np matrices élémentaires dans .4, , (), pour (i, j) € [1;n] x
[1; p], on note E*/ la matrice élémentaire qui posséde un 1 ligne i colonne j, et des 0 ailleurs, plus
précisément : (Ei’f)k,l =8;xdj1

sssExemple : Dans .4 3(K), on aBL2 = (g (1) g)

— Matrice triangulaire supérieure : c’est une matrice carrée dont tous les éléments situés sous la diago-
nale principale sont nuls. Lensemble des matrices triangulaires supérieures de .4, (K) est noté 7’ (K),
onadonc:

MeTi(K) & Vi, je[l;n],i>j = M;;=0.

— Matrice triangulaire inférieure : c’est une matrice carrée dont tous les éléments situés au-dessus de
la diagonale principale sont nuls. Lensemble des matrices triangulaires inférieures de .4, (K) est noté
F,1(K), onadonc:

MeTJ K) < Vi je[l;n]i<j = M;;=0.

— Matrice symétrique : c’est une matrice qui est égale a sa transposée (elle est donc nécessairement

carrée) : M = 'M. Lensemble des matrices symétriques de taille n est noté %, (I), on a donc :
Me yn(K) — V i,j € [[l;l’lﬂ,M,',j :Mj,i-

— Matrice antisymétrique : c’est une matrice qui est égale a 'opposé de sa transposée (elle est donc
nécessairement carrée) : M = —tM. I’ensemble des matrices antisymétriques de taille n est noté <, (K),
onadonc:

ME.szfn(K) — V i,j € [[l;n]],Mi,j = _Mj,i,
on en déduit en particulier que M; ; = 0 (les coefficients diagonaux sont nuls).

2) Structure d’espace vectoriel sur les matrices

fg Définition 22.5 (somme de deux matrices)
Soient A, B € .y, ,(K), on appelle somme de A et B la matrice de .#;,,(K) notée A + B et définie par :
Y (i,j) € [1;n] x [1; p], (A+B); j = A; j + B; ;. On additionne entre eux les éléments ayant les mémes

indices.
e Exemole: [} 2 3. ("1 0 1_[0 2 4
P14 5 6/7\—2 3 4/7\2 8 10/
@Théoréme 22.2

(Mn,p(K), +) est un groupe abélien. L'élément neutre est la matrice nulle : Oy, p, et si A € My p(K),
I'opposé de A est la matrice —A définie parV (i, j) € [1;n] x [1; p], (-A)j,j =—Aij.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I

g Définition 22.6 (produit par un scalaire)
Soit M € Ly p(K) et soit A € K, on appelle produit de la matrice M par le scalaire A la matrice de
M, p(K) notée \.M et définie par :V (i, ) € [1;n] x [1;p], A.M); j = A x M, j. C’est a dire, chaque
coefficient de M est multiplié par A.

1 2 2 4
iwExemple:2-|3 4|=|6 8
5 6 10 12
Propriétés : On peut vérifier facilement, soient A,B € .4, ;,(K), soient A, p € K :
- 1.A=A.
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- A(A+B)=AA+AB.

- A+W.A=AA+ A

— A\W.A=A.(LA).

On peut donc énoncer le résultat suivant : | (/y,,(K), +,.) est un K-espace vectoriel.

@Théoréme 22.3 (dimension de .4, (K))

My, p(K) est unK-e.v de dimension np, et les matrices élémentaires (BB 1<i<n constituent une base
1<j<p
de My, (K). Cette base est appelée base canonique de /.y, , (KK), car les coordonnées d’'une matrice
Me .y, (K) dans cette base sont les coefficients de M, c’est a dire :
M= Z M,'yj.El’].
1<i<n
1<j<p

Preuve : Il reste a montrer que la famille des matrices élémentaires est libre et génératrice de .4, , (IK). Soit M €
Mpp(K), posonsB= Y M;;E"/,onaalorsV (k,]) € [1;n] x [1;p],Bri= X M;;.(E"), ce quidonne By =
1<ign 1<i<n
1<j<p 1<jsp
> M, ;5;x8;,, et donc By; = My, d'ott B = M. Ce qui prouve que toute matrice M s’écrit de maniere unique
1<i<n

NV
comme combinaison linéaire des matrices élémentaires, celles-ci constituent donc une base de .4, ,, (K), or elles sont
aunombre de np, donc dim(.#;,,, (K)) = np. Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

* Exercice 22.1 Montrer que J,; (K),J, n‘ (K), F(K) et o, (K) sont des s.e.v de ,,(K). Pour chacun d’eux donner une base
et la dimension.

@Théoréme 22.4 (propriétés de la transposition et de la trace)
On a les propriétés suivantes :
* La transposition est linéaire, plus précisément, c’est un isomorphisme de 4y p(K) sur 4y, (K).
e La trace est une forme linéaire non nulle sur ./, (K).

Preuve : Pour le premier point, la linéarité est simple a vérifier. On peut voir ensuite que la transposition transforme la
base canonique de .4, , (K) en la base canonique de .4, , (K).
Pour le second point, il s’agit d'une simple vérification de la linéarité, d’autre part, tr(I,) = n #0. (]

Exercice 22.2 Montrer que la transposition dans #,(K) est une symétrie, déterminer ses éléments caractéristiques.

3) Matrice d’une application linéaire

Soit E un K-e.v de dimension p, soit B = (ey, ..., ep) une base de E. Soit F un K-e.v de dimension 7 et soit
B' = (uy,...,u,) une base de F. Soit f € £ (E,F), on sait que f est entierement déterminée par la donnée de
f(e1),..., f(ep), mais chacun de ces vecteurs est lui-méme déterminé par ses coordonnées dans la base B/
de F. Notons coglrd(f(ej)) =(ay,j,...,an,j) pour j € [1; p], c’esta dire:

n
Vije[l;pl fle)) = Zai_jul-.
i=1

On obtient ainsi une matrice A = (a;,j)1<i<n Cette matrice est définie par: ¢;(A) = co{grd( flej).
1<j<p ’

ﬁ Définition 22.7

Soit f € £ (E,F), soitB = (ey, ..., ep) une base deE et soitB' = (uy,..., u,) une base deF, on appelle
matrice de f relative aux bases ‘B et 8’ la matrice de ./, ,(K) notée g%g(f) et définie par : pour

j€[1;p], le j-iéme vecteur colonne de cette matrice est coq(%),rd(f(ej)), autrement dit, le coefficient de

laligne i colonne j estla coordonnée sur u; du vecteur f(ej).

Construction de cette matrice :
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fler) ... flep)

l |
al,l cee al,p — ul
mat(f) =
8,8’ f
an,l cee an,p — ul’l

= Exemples :
- Soit B = (ey, ez, e3) la base canonique de K3 et soit B’ = (u, v) la base canonique de K2, soit fe
2(K3,IK?) définie par ¥ (x,y,2) € K3, f(x,¥,2) = 2x— y +z,x + 2y —3z). Déterminons A = %l%g(f)’ on
fler) = f(1,0,0) =(2,1) =2u+v
aq fle)=f(0,1,00=(-1,2)=—u+v ,donclamatricede f est:
f(e3) = f(O)O) 1) = (1)_3) =u-3v
2 -1 1
A= (1 2 —3)‘

— Avec les notations précédentes, déterminons I'application linéaire g : K® — K? donnée par :

mat(g) = 6 -2 1
res s 5 1)
Onag(x,y,z)=xg(e1) +ygle) +zg(e3) = x(6,4) + y(-2,5) + z(1,-1) = (6x -2y + z,4x + 5y — 2).

Remarque 22.2 — Cas particuliers des endomorphismes : lorsque l'espace d’arrivée est le méme que celui de
départ (F = E), on choisit en général la méme base a l'arrivée qu'au départ (B' = B), on note alors 1%1'%( =

n%at( ), c'est une matrice carrée.

Exercice 22.3

1/ Soit E = K3[X] et soit B la base canonique deE :
a) On noteD la dérivation dansE, calculer ngglt(D).

b) Soit A définie par A(P) =P X+ 1) —P(X), calculer nslBat(A).

c) SoitPy=1,P1 =X,Py = @ etP3 = w, montrer que B’ = (Py,P1,P,,P3) est une base deE et calculer
n%a}t(A).

2/ Calculer la matrice de la transposition dans la base canonique de 4, (K).

@Théoréme 22.5 (caractérisation de I'identité et de Papplication nulle)
Soit E un e.v de dimension n et soit 3 une base deE :
e Soit f € £(E), alors f =idg < m%at(f) = llp
* Soit F un e.v de dimension p et soit 8’ une base deF, soit f € £ (E,F), alors :
f=0 = %m%t,(f) =0p,n.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

@Théoréme 22.6

Soient E, F deux K -e.v; soit B une base de E et soit B’ une base de F, soient f, g € £ (E,F) et soit A € K.
Ona:

mat(f + g) = mat(f) + mat(g) et mat(A.f) = A.mat(f).
B, B’ BB’ B, B’ B,B' B,B'
Autrement dit, I'application : gl%'g : Z(E,F) — My, p(K) (avec n = dim(F) et p = dim(E)), est une

application linéaire. Plus précisément, cette application est un isomorphisme.

Preuve : La vérification de la linéarité est simple (elle découle de la linéarité de I'application coordonnées). Si gl%[/ (fH=
Op,p, alors on sait que f est nulle, donc I'application gl%t, est injective, la surjectivité étant évidente, on a donc bien un

isomorphisme. U
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©9Théoréme 22.7

Soit E un K-espace vectoriel de dimension p, soit F un K-espace vectoriel de dimension n, et soit
u € £(E,F) une application linéaire de rang r, alors il existe une base 5 de E et une base 8’ de F
telles que %rp%t,(u) =Jn,p,r OUJp p,r désigne la matrice de 4y, (IK) définie par :

1 0 oo 0
0
1
I,,:
S I 0 0
0 . 0

Il'y a r fois le scalaire 1 sur la diagonale.

Preuve : D’apres le théoréme du rang, dim(ker(«)) = p — r, soit H un supplémentaire de ker(u) dans E et soit (ey, ..., e;)
une base de H, soit (e;+1,...,ep) une base de ker(u), alors °B = (ey, ..., ep) est une base de E. On sait que (u(ey),..., u(e;))
est une base de Im(u), on peut compléter en une base de F: B’ = (u(ey),..., ule;), vr+1,..., vy) etla matrice de u dans
les bases B et B’ a exactement la forme voulue. O

I PRODUIT MATRICIEL

Matrice d’'une composée : Soient B = (ey,...,e4) une base de E, B’ = (uy,...,u,) une base de F, et B" =
(v1,...,v,) une base de G, soit f € Z(E,F),g € £L(EG), on pose B = rm?%g(f) € Mpq([K),A= g%g/(g) € Mn,p(K)

p
etC= %n%E(gof) € My q(K). 11 s’agit de calculer go f(e;) dans la base 8", ona: f(e;) = Z By, ju, donc :

p n
goflej) =% By jglur) = Z ZBk] ikVi,cestadire: go f(ej) = X (Z A; kBk])vl On doit donc avoir :
k=1 k=1i=1 i=1
Ce My,q4(K)avecC;j = Z A; kB, j. On voit que I'opération a effectuer sur les matrices A et B pour obtenir C
k=1

n’est pas aussi simple que pour la somme. Nous allons définir cette opération comme étant le produit entre
les deux matrices A et B.

1) Définition

fg Définition 22.8
Soient A € My, (K), soit B € 4y 4(K), on appelle produit de A par B la matrice de ./, 4(K) notée Ax B
et définie par :

V(i,j))el;n]x[1;q],[AxBl;; = Z AlkBk]

On retient ceci en disant que le coefficient [A x B]; ; est le resultat du « produit de la ligne i de A avec
la colonne j de B ».

Disposition des calculs :

blq
b
an .
A= ail ® =AB
an anp . .
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Remarque 22.3 :

— Le produit A x B n'est possible que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes deB. Le
résultat a alors autant de lignes que A et autant de colonnes queB.
— Dans A, (K) le produit matriciel est interne.

- Engénéral Ax B # B x A, il se peut méme que A x B soit défini, mais pas B x A.

iExemple :
0 1 1 1 -1 3
(1 -1 3)x|-1 2]|=(7 2) 2|x(1 -1 3)=|2 -2 6
2 1 3 3 -39

! —
(1 -1 2)x§:(5) (1 2)X(0 1 1):(2 1 3)

0 1 0 1 -2 1
1 2 1 2
(_2 l)x -1 2] nestpasdéfini |-1 2 x(_z 1)— 5
0 1 0 1 -2 1

2) Retour aux applications linéaires

@Théoréme 22.8

Soit B une base de E, soit B’ une base deF et soitB" une base de G, soit f € £ (E,F) et soitg € £ (EG)
avec A = mat (g) et B=mat(f), alors :
B! B BB’

t =AxB= mat t(f).
g%,,(gOf) x gg%,,(g)xg}%,(f)

Remarque 22.4 - Cas particulier des endomorphismes : Soit E un K-e.v, soit ‘B une base de E et soient
u,ve ZL(E) avecA= m%at(u) etB= mgtt(v), on a alors n%at(u ov) = rr%at(u) x m%at(v) =Ax B, en particulier :
n

v neN,rll%gt(u”): =A",

mat(u)
B

@ Théoréme 22.9 (relation fondamentale)

Soit*B = (ey, ..., ep) une base deE, soitB’ = (uy,..., uy) une base deF et soit f € £ (E,F). Pour x € E,
on poseX la matrice colonne des coordonnées de x dans la base 5, ce que I'on note : X = Coordg (x) €
AMp,1(K)) etY la matrice colonne des coordonnées de y = f(x) dans la base B’ : Y = Coordsy (f (x)) €
Myu,1(K). En posant A = %%t,(f), on a alors la relation suivante :

Y=AxX ie Coordy (f(x)) = gl%tr(f) x Coordg (x).

X1 N
Preuve:PosonsX=| : |etY= , comme A € .y, (K) on voit que le produit A x X est bien défini et que c’est une
Xp Yn
P n
matrice colonne a n lignes. Ona f(x) = . xif(ex), maisona f(ex) = ¥ a;xu;, ce quidonne:
k=1 i=1

12

no(p
fx)=X% (Zlai,kxk,l) uj =

n
i=1\k= =

n
[AxX]iui = X yilli.
1 i=1
Ce qui prouve que Y = A x X.

wExercice 22.4
1/ Soient B la base canonique deK® et B' la base canonique deK?, soit f € £ (K3,K?) définie par sa matrice dans les

' . (1 -2 3
bases‘B et*B .%l,%[,(f) =A= (2 1 _5), calculer f(x,y, z).

2/ SoitB = (i, j, k) la base canonique deK3, on poseB' = (i,i + j,i+ j + k), on vérifie que B’ est une base de3. Soit

1 -1 0
f e L3 défini parmat(f)=A=10 2 -1}, calculer f(x,y,2).
B 0 0 1
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3/ Soient A,B € Mp,p(K) telles queV X € Mp1 (K),AX = BX, montrer que A =B.

g Définition 22.9 (application linéaire canoniquement associée)
Soit A € My, (K), on appelle application linéaire canoniquement associée a A I'application linéaire
fa € L(KP,K™) dont la matrice dans les bases canoniques de K” et K", est A.

3) Propriétés du produit matriciel

— «Associativité» : SiA € My p(K),B € My 4(K) et Ce My (K), alors :
Ax (BxC)=(AxB)xCe M, K).

Preuve : Soit f € L (K”,K™) 'application linéaire canoniquement associée a A, g € £ (K%,IKP) canoniquement
associée a B et h e Z(K',K9) canoniquement associée a C. Ona fo(goh) e L(K",K™) et sa matrice dans les
bases canoniques est A x (B x C). De méme (f o g)ohe Z(K",K") et sa matrice dans les bases canoniques est
(A x B) x C, or la composition des applications est associative, ce qui donne 1I’égalité. ]

— «Elément neutre » : Soit A€ ./, ,(K),ona:AxI,=A et I, x A=A,
Preuve : Soit f € £ (KP,K") I'application linéaire canoniquement associée a A, idk» est ’application linéaire
canoniquement associée a I,;, 1a matrice dans les bases canoniques de idk» o f est donc I, x A, oridgrof = f,
doncA =1, xA. O

— «Distributivité » : Soient A, B € .4, , (K), soit C € 4}, 4(K) et D € 4, on a:
(A+B)xC=AxC+BxC et Dx(A+B)=DxA+DxB

Preuve : Soit f € Z(KP,K") I'application canoniquement associée a A, soit g € £ (K?,K") I'application canoni-
quement associée a B, et soit h € £ (K9,IKP) 'application canoniquement associée a C. L'application linéaire
canoniquement associé a la matrice (A+B)xCest (f+g)oh € L (KY,K"), et"application linéaire canoniquement
associéeaAxC+BxCest foh+gohe LK, K™),or (f+g)oh= foh+ goh, ce qui donne la premiére égalité.

La seconde se montre de la méme facon. O
— Transposée d’un produit : Si A € .4, ,(K) et B € .4, 4(K) alors : {(A x B) ='B x 'A.
p P
Preuve: [((AxB)]; j=[AxB]j; = kZ a;j by, = kz ('Bl; k['Alg,j = ['B x 'Al; ;. g
=1 =1

* Exercice 22.5 Calculer le produit entre deux matrices carrées élémentaires de méme taille.

@Théoréme 22.10 (structure de .4, (K))
| On ale résultat suivant : (/,(K),+, x,.) est une K-algébre (non commutative sin > 2).

Preuve : On sait déja que (#,(KK), +,.) est un K-espace vectoriel, le reste découle des propriétés du produit matriciel, il
reste simplement a vérifier la compatibilité entre le produit interne et le produit externe, i.e.: VA €K,V A,Be 4, (K) :
A.(AxB)=(AA)xB=Ax (A.B),

. . . e 0 0 1 1
ce qui est laissé en exercice. Donnons un contre-exemple pour la non commutativité : soit A = ,B= ,

10 0 1
00 . 1 0
onaAB—(1 1),malsBA—(1 0). O
Remarque 22.5 :

0 o0 0 o0
— Lalgebre 4, (K) n'est pas integre lorsque n > 2. Par exemple : (1 0) x (1 1) = 0,. De ce fait, il y a dans

My (K) des éléments nilpotents, par exemple : A = ((1) 8)

— On peut utiliser dans 4, (K) les régles du calcul algébrique, en prenant garde toutefois au fait que le
produit n'est pas commutatif. Par exemple, si A,B € 4, (K) commutent (i.e. AB = BA), alors on peut
utiliser le binome de Newton pour calculer (A+B)". Mais si AB # BA on peut néanmoins développer, par
exemple : (A+B)? = A2 + AB + BA + B2,

1 1 0
Exercice 22.6 SoitA = (O 1 l). En écrivant A =13 +], calculer A" pour n € N.
0 0 1
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Il MATRICES CARREES INVERSIBLES

1) Définition

Lensemble (#,(K), +, x) a une structure d’anneau, on peut donc s’intéresser aux éléments inversibles
de cet anneau. C’est a dire aux matrices M € .4, (IK) pour lesquelles il existe une matrice N € .4, (K) telle que
M xN=NxN =1I,.Si M e .#,(K) est inversible, son inverse sera noté M~!.

4 Définition 22.10
| Le groupe multiplicatif des inversibles de I'anneau (., (K), +, x) est noté GLj, (K).

Remarque 22.6 — Puisque (GL,(IK), x) est un groupe, on a:
¢ le produit de deux matrices inversibles est inversible.
¢ SiM,N € GL,,(K), alors MxN)" ! =N"! x M1,

Cas particuliers :
— Matrices diagonales inversibles : Soit D = diag(ay, ..., a,) € 4, (K), alors D est inversible ssi les coef-
ficients diagonaux sont tous non nuls, auquel cason a: D1l= diag(ull, ey ai).

Preuve : Si les coefficients diagonaux sont tous non nuls, il est facile de vérifier que la matrice proposée est bien
I'inverse de D.

Réciproquement, supposons D € GL,(K), alors I’équation DX = O, ; d'inconnue X € .4, ; (K) admet comme
unique solution X = D 1x Oy,1 =Op,1. Supposons a; =0 et prenons X € .4, (K) définie parX; ; = 8, ;, il est facile
de voir que le produit DX donne la premiere colonne de D, c’est a dire O, 1, pourtant X # O,,; : contradiction,
donc a; # 0. Le raisonnement est similaire pour les autres coefficients. (I

;
— Polyndmes de matrices : Soit P € K[X] et A€ 4, (K),siP =} apX¥, alors la matrice P(A) est P(A) =
k=0

;
> akAk (la substitution de X par A est un morphisme d’algebres), on a alors le résultat suivant : Si
k=0

P(A) = O, et si P(0) # 0, alors A est inversible.

Preuve : P(0) # 0 signifie que ap # 0, on a alors :

.
I,=Ax|Y “%pk-1
" k=1 %

;
— —ak A k-1
= kél 2 A ] x A.

b) avec ad — bc # 0, on vérifie que A% — (a+d)A+ (ad - bo)l, = 0,, donc A est inversible

. a
Par exemple, si A = (C d

oA 1:ﬁua+duz—m=m(_c a)' )

2) Retour aux applications linéaires

@Théoréme 22.11

Soient E et F deux K-e.v de méme dimension n, soit B une base de E et B’ une base de F, soit
ue £(E,F), alors u est un isomorphisme de E vers F si et seulement si g%t,(u) € GL,,(K), si c’est Ie cas,

-1

alors mat(u~1) = | mat(u)
B’ B B, B’

Preuve : Si u est un isomorphisme, posons A = gl%t,(u) etB= g]/aé(u‘l), onaA,Be . 4,([K).Onsait que uo u ! =idg,
d’ot1 I, = mat(idg) = mat (1) x mat (u~!) = A x B, de méme B x A = mat(idg) = L,,.
B! B,B' B/, B B
Sila matrice de u est inversible, soit v € Z(EE) telle que g}g (v) = A~!n alors en considérant la matrice de vo u
dans la base B, on vérifie que v o u = idg, donc u est un isomorphisme (théoreme de la dimension finie). (I

Cas des endomorphismes : Si E est un K-espace vectoriel de dimension 7 et ‘5 une base de E, alors on
sait déja que 'application rrslglt : ZL(E) — A, (K) est un isomorphisme d’espaces vectoriels, mais comme

(Z(E), +,0,.) et (A(K),+, x;.) sont des [K-algebres et que rrglglt(uo V) = m%at(u) X m%at(v) et rrglt(idE) =1,
on peut affirmer que 'application Irglt est un isomorphisme d’algebres. En particulier celui-ci induit un

isomorphisme de groupes : rrglt :GL(E) — GL,, (K).
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@Théoréme 22.12 (caractérisations des matrices carrées inversibles)
Soit A € 4 (K), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) A estinversible.
b) Il existe une matrice B € 4, (K) telle que BA =1,,.
¢) L'équation AX =0, d'inconnueX € .4, (K) admet une unique solutionX =0, ;.

d) VYe M, (K), I'équation AX =Y d’inconnueX € 4,1 (K) admet une unique solution.

e) VYe 4,1K), I'équation AX =Y d’inconnueX € 4, 1 (K) admet au moins une solution.

Preuve : Limplication i) = ii) est évidente en prenant B=A"!.

Montrons ii) = iii):OnaBA=1,,douAX=0,,; = BAX=0,;=X.

Montrons iii) = iv): Soit f € L(K") 'endomorphisme de K" canoniquement associé a A, soit x € ker(f),
posons X = Coordss (x) ou *B désigne la base canonique de K", on a alors Coordgs (f(x)) = AX = 0y,1, donc X =0y,
iex=0, I'application f est donc injective, mais alors elle est bijective : V y e K", 3! x e K", f(x) = y, ce qui entraine
VYe .My (K),AXe My (K),AX =Y (remarquons que A est inversible puisque f est bijective, et que X = A~1Y).

Limplication iv) = v) est évidente.

Montrons v) = i) : Avec les notations précédentes, 'application f est surjective par hypothese, donc f est
bijective et par conséquent sa matrice A est inversible. O

Remarque 22.7 — [l découle en particulier de ce théoreme que si BA =1,, alors AB =1, (car A € GL,(K) et donc

B = A1), ce qui est remarquable.

Y Exercice 22.7
1/ Si A € GL,,(K), montrer que ‘A est inversible et que At =4,

1 A -1
2/ SoitA = (0 2 1 ), déterminer en fonction de \ si A est inversible ou non, si cest le cas, calculer A™!.
1 0 1

3/ soit T € M, (K) une matrice triangulaire supérieure, montrer queT € GL, (KK) ssi ses éléments diagonaux sont tous
non nuls, si c'est le cas, montrer que T™" est également triangulaire supérieure.

IV CHANGEMENT DE BASES

1) Matrice de passage

4 Définition 22.11

Soit E un K-espace vectoriel, soit*5 = (ey, ..., e,) une base de E, soit S = (x,.. ., Xp) une famille de
vecteurs de E, on appelle matrice de la famille S dans la base ‘B, la matrice A € ./, ,(K) définie
par:V (i,j) € [1;n] x [1;p],a;,; estlacoordonnée sure; de x;j. Autrement dit, pour j € [1;p], le
j-iéeme vecteur colonne de A est CjA) = cogrd(xj). Cette matrice est notée %y g et appelée matrice

de passage de‘B aS, elle exprime les vecteurs de S dans la base 5 :

X1 -+ Xp — vecteursdeS
I oo
a1 -+ ayp\— coordonnéesur e; premier vecteur de ‘B
@‘B,S = 5
ap, -+ app) — coordonnée sur e, dernier vecteur de ‘B
sizExemples :
— Soit B la base canonique de K3, soit x; = (1,—1,0) et x» = (2,—1,3), alors la matrice de la famille
1 2
S = (x1,x) danslabase B, est Py g=|-1 -1].
0 3

— Soit B = (i, j, k) la base canonique de K3, soit B’ = (i,i + j, i + j + k), on vérifie que B’ est une base de
I3. Déterminons la matrice de la famille S précédent danslabase B’ :onax; =i—j=2i—(i+j)et

2 3
Xp=2i—j+3k=3(+j+k)—4(i+j)+3i,onadonc Py g=|-1 —4].
0 3
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Interprétations de la matrice de passage :
a) Danslecasolu p # n:soit‘B = (ey,...,e,) une base de E et soit S = (x1,..., xp) une famille de p vecteurs
de E. Soit B’ = (u3,..., up) la base canonique de KP, on définit I'application linéaire f : K» — E en
posant pour i € [1; p], f(u;) = x;, alors : Py g = g}&%(f).

b) Danslecasoup=n:onaSs = (xy,...,Xy), soit u € £ (E) défini par V i € [1;n], u(e;) = x;, on a alors :
Py s :rr%at(u).

@Théoréme 22.13 (caractérisation des bases)
Soit B une base deE, et soit B’ = (x1,...,x,) une famille de n vecteurs de E, alors B’ est une base de
E ssi la matrice de passage de B a‘B’ est inversible ,i.e. Py € GL,(K).

Preuve : Cela découle directement de la deuxieéme interprétation. O
Interprétation de la matrice de passage entre deux bases : Soient 5 et B’ deux bases de E, en considérant
I'application idg : (E,B’) — (E,B) avec B’ comme base au départ et 8 comme base a I'arrivée, on a la
relation : Py o3 = mat(idg).

8,5 BB

@ Théoreme 22.14 (application)
| SoientB,%’,B" trois bases de E, ona: Py 53 = [Pop ] et Pop s = Pop w0 x Py s

-1
=Py s car idg1 =idg, ce qui prouve le premier point.

Preuve : On a %y o3 = mat (idg) = | mat (idgl)
B, B’/ BB
Pour le second, on consideére la composition : idg oidg : (E,B") — (E,B’) — (E,B), ce qui donne %r;n”a% (idg) =

g}% (idg) x érr}%rudE)’ c'est a dire Py 37 = Py 51 X Pops . O

2) Formules du changement de bases

Soient B et B’ deux bases de E, pour tout vecteur x € E on peut calculer ses coordonnées dans la base 5 :
X = Coordg (x), ou bien ses coordonnées dans la base B’ : X’ = Coordgy (x), on cherche le lien entre X et X'.

Considérons I'identité : idg : (E,B’) — (E,B), on sait que %}%(idg) = Py s/, mais on a idg(x) = x, d’'ot
Coordsg (idg (x)) = Ps ' x Coordp (1), ce qui donne la relation : X = Py g x X', et donc X' = Py 3 x X =
[Z.5/] " x X, on peut donc énoncer :

@ Théoréme 22.15 (formules du changement de bases)
Soient ‘B et ‘B’ deux bases deE, soit x € E, on pose X = Coordsg (x) etX’' = Coordsy (x), on a les formules
suivantes : X = Py g x X et X' = Py o3 xX.

* Exercice 22.8 SoitB la base canonique deK3[X], on pose B’ = (1,X,X(X - 1),X(X - 1) (X - 2)), montrer que B’ est une
base de K3[X] et pour P € K3[X] calculer comgrd(P).

3) Changement de bases et applications linéaires

Soient E et F deux [K-espaces vectoriels, soit 8, une base de E et soit 28, une base de F. Si u € Z(E,F) on

peut calculer A = %n%t (w). Si on prend une autre base dans E : 8/ et une autre base dans F, B/, alors on peut
1,2
calculer A’ = %‘I’las}’ (), on cherche le lien entre ces deux matrices.
=2

Soit x € E et y = u(x), on pose X = Coordg, (x),Y = Coordsg, (u(x)),X' = Coords (x) et Y = Coordsg (u(x)).
OnalarelationY =AxX=Ax Py, o xX', d'autre partY' = Py, o, xY, d'olt finalement Y’ = Py o5, x A x
Pp, 0, x X, CestadireY' = 9’%1 g X Ax Py, o x X', mais de plus Y = A’ x X', I'égalité ayant lieu pour toute

»=2

colonne X', ona: A’ = 97’%1 @ X Ax Py, 5, on peut donc énoncer :
)
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@Théoréme 22.16 (effet d’'un changement de bases sur la matrice d’'une application linéaire)
Soient *B1,B) deux bases deE etP = P, % la matrice de passage, soient B, B’, deux bases deF et

soitQ = 9”%2,%; la matrice de passage, soit u € £ (E,F), on pose A = mat (u), A= QI%I,I%, (u), on a alors
1,02 195

larelation:A'=Q ! x AxP.

@Théoréme 22.17 (cas des endomorphismes)
Soient 8,8’ deux bases de E et soit P = Py o la matrice de passage, soit u € £ (E), si on pose
A= mélt(u) etA' = I%e}t(u), alors on ala relation : A’ =P~! x Ax P.

Preuve : Cela découle du théoreme précédent, puisque 'ona Q =P. ([

* Exercice 22.9 SoitB = (i, j) la base canonique deK? et soit u € £ (K?) déﬁniparrrglt(u) = (_21 _21) Onposee; =(1,1)

et ey = (1,—-1), montrer que B’ = (e1, e2) est une base de K2, et calculer la matrice de u dans la base 8'. En déduire
l'expression de u" (x, y).

4 Définition 22.12
Soient A, B € ., (K), on dit que les matrices A et B sont semblables si et seulement si il existe une
matrice carrée inversible P € GL,(K) telle que A = P 1xBxP.

Remarque 22.8 :
— Les matrices d’'un endomorphisme dans deux bases sont semblables.
— Deux matrices sont semblables lorsque ce sont deux matrices d'un méme endomorphisme exprimées
dans deux bases (P étant la matrice de passage).
— La relation «..est semblable a .. » est une relation d’équivalence dans 4, (K).

4) Trace d’un endomorphisme

@Théoréme 22.18
| Soient A,B e #,(K), on a la propriété : tr(A x B) = tr(B x A).

n n n n n n
Preuve : Onatr(AxB) = Y [AxB];; = X ( > A,-,kBk,,-), ce qui donne tr(A xB) = ) (Z Bk,,-Ai‘k) = Y [BxAlgg =
i=1 i=1\k=1 k=1\i=1 k=1

tr(B x A). O

@ Théoréme 22.19 (conséquence)
| SiAe. #,(K) etsiP e GL,(K), alors tr(A) = tr(P~! x Ax P).

Soit E un espace vectoriel de dimension 7, soient B et B’ deux bases de E, et soit u € £(E), on note
A= n%at(u) etA’ = n%a/lt(u), on sait alors que A’ =P~! x A x P avec P = Py o' la matrice de passage, d’apres le

théoréme précédent, on peut affirmer que tr(A) = tr(A').

4 Définition 22.13
Soit u € £ (E) et soit*B une base de E, on appelle trace de 'endomorphisme u le scalaire noté tr(u) et
défini par tr(u) = tr(mglt(u)), ce scalaire est indépendant de la base B choisie.

€8 Théoreme 22.20
| L'application trace, tr : £ (E) — K, est une forme linéaire non nulle sur &£ (E), qui vérifie :
Yuve LE)tr(uov)=tr(vou).

Preuve : Soit 8 une base de E, soit A = m%at(u) etB= ngglt(v), on a par définition, tr(u+v) = tr(m%at(u+ V) = tr(rrgt(u)) +
tr(mgélt(v)) = tr(u) + tr(v). De la méme facon, on montre que tr(Au) = Atr(u) avec A € K. On a donc une forme linéaire
sur Z(E), celle-ci est non nulle, car tr(idg) = tr(I,;) = n = dim(E) > 1. D’autre part : tr(uov) = tr(ngt(u) X nngat(v)) =

tr(mat(v) x mat(u)) = tr(mat(vo u)) =tr(vo u). |
B B B

Exercice 22.10 SoitE un espace vectoriel de dimension n, et soit p € £ (E) un projecteur, montrer quetr(p) =rg(p).
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V OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES MATRICES

1) Rang d’une matrice

ngéﬁnition 22.14

Soit A € My, (K) une matrice, on appelle rang de la matrice A, le rang dans K" de la famille constituée
par ses p vecteurs colonnes, notation : rg(A) = rg(Cy (A),...,Cp(A)).

€8 Théoreme 22.21
| Soit u € £(E,F), soit B une base deE, soit B’ une base deF, et soit A = %%t,(u), alors rg(u) = rg(A).

Preuve : Soit ‘B = (ey,...,e,), B’ = (e],...,e)) et soit B" = (e],...,e)) la base canonique de K". Soit v € L (EK")
défini par V i € [1;n],v(e}) = €7, alors v est bijective (transforme une base en une base), donc rg(u) = rg(vou) =

n
rg(v(uler)),..., v(ulep))); or v(ule;)) = X Ak,je;.’ =C;j(A), donc rg(u) = rg(A) d’apres la définition précédente. O
k=1

@Théoréme 22.22 (conséquence)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, soitS = (x1,...,xp) une famille de p vecteurs de E et soit

B une base de E, alors le rang de la famille S est égal au rang de la matrice de cette famille dans la
base ‘5.

Preuve : Posons B = (ey, ..., en), s0it B’ = (e},..., e},) la base canonique de K”, soit u € £ (K”,E) I'application linéaire
définie par: V i € [1; p], u(e}) = x;, alors A = g}a%(u) est la matrice de la famille S dans la base ‘B, or rg(A) = rg(u) =

rg(x1,..., Xp), ce qui donne le résultat. O

Calculer le rang d’une application linéaire, ou d’'une famille de vecteurs, revient a calculer le rang d’'une
matrice.

2) Propriétés du rang d’une matrice

Les propriétés suivantes découlent de celles du rang des applications linéaires.
a) Soit f € £ (E,F), soit B une base de E avec dim(E) = p, soit B’ une base de F avec dim(F) = n, et soit
A= g}%t,(f) € Mn,p(K),ona:
i) rg(A) <min(n,p).
ii) rg(A) =n < f estsurjective.
iii) rg(A) =p < f estinjective.
b) SiAe 4, (K), alors Ae GL,(K) < 1g(A) =n.
c) SiA€ . ty,,(K),Be M), 4(K), alors rg(A x B) < min(rg(A),rg(B)).
d) SiAeGL,(K),Be Mn,p([K), alors rg(A x B) = rg(B).
e) SiAe J%n,p([K),B € GLp (K), alors rg(A x B) = rg(A).

€8 Théoreme 22.23
| Soit A€ My p(K), alors : 1g(A) =1 <= FU € GL,(K),3V € GL,(K),UAV =], p, .

Preuve : Si U etV existent alors rg(A) = rg(UAV) =1g(J,, pr)=T.
Réciproquement, si rg(A) = r, soit B la base canonique de K”, soit 28, la base canonique de K", et soit u €
L (KP,K™) défini par %l%t (1) = A (uest'application linéaire canoniquement associée a A), on a rg(u) =rg(A) =r, on
=1

sait alors qu'il existe une base B’ de K” et une base B de K" telles que mat (1) =Jp,p,r, SOItP = P 930 €t Q = Py B
87,8/ ’

d’apres les formules de changement de bases, onaJy, p r = Q! x Ax P, ce qui termine la preuve, en prenant U = Q! et
V=P (Il

* Exercice 22.11 Montrer qu'une matrice A€ My, ,(K) et sa transposée ont le méme rang.

3) Opérations élémentaires
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o4 Définition 22.15

Soit A € My p(IK), on appelle opérations élémentaires sur A les opérations suivantes :

- Permuter deux lignes de A (ou deux colonnes), notation : L; < L; (respectivement C; < C;).

— Multiplier une ligne (ou une colonne) par un scalaire non nul, notation : L; — aL; (respectivement
C; —aC;).

— Ajouter a une ligne (ou une colonne) un multiple d’'une autre ligne (respectivement une autre
colonne), notation :L; —L; + aL;, avec i # j (respectivement C; — C; + (ij)).

@Théoréme 22.24
Effectuer une opération élémentaire sur une matrice A € .y ,(K) revient a multiplier A a gauche
par une matrice inversible pour les opérations sur les lignes (a droite pour une opération sur les
colonnes).

Preuve : On désigne par £;(A) laligne i de A sous forme d’une matrice ligne.

Pour l'opération L; — L j (avec i # j) : soit P;j € 4, (K) la matrice obtenue en effectuant cette opération sur la
matrice I, alors P;; x A est la matrice que I'on obtient en effectuant 'opération L; < L; dans A, en effet : si k ¢ {i, j},
alors Ek(Pi]’ xA) = Ek(Pij) xA= L0, xA=LrA),sik=1i,alors Qi(Pij xA) = Si(Pij) xA= Sj(In) x A= Sj(A), de
méme £;(P;; x A) = £;(A). De plus, par définition méme, P;; x P;; = I;, donc P;; est inversible et Pl.‘j1 =Pjj.

Pour 'opération L; — aL;, avec a € K* : soit D; (o) € .4, (K) la matrice obtenue en effectuant cette opération sur
I,,, alors D;(a) x A est la matrice que 1'on obtient en effectuant cette méme opération sur A, en effet : si k # i, alors
LirMDila) xA)=L£r(D; () x A= L) x A= Li(A), et £;(Dj(a) xA) = £;(D; (@) x A=a.L;(I;) x A= a.£;(A). De plus, il
est clair que D; (o) x D;(1/a) =1, donc cette matrice est inversible et D; (@ '=D;(1/).

Pour 'opération L; — L; +aL;, avec i # j et a € K : soit T;j(a) € .4, (K) la matrice obtenue en effectuant cette
opération sur I, alors T; j(a) x A est la matrice que I'on obtient en effectuant cette méme opération sur A, en effet : si
k#i, £,(Tij(0) x A) = £x(T;j(0) x A= Li(I,) x A= L (A), et £i(T;;(@) x A) = £;(T;j(0) x A= (£;(I,) +aL;(I,) x A=
Lillp) xA+a.L£;(0,;) x A= £;(A)+a.£;(A). De plus, il est clair que T;j (o) x T; j (—a) = I;, donc cette matrice est inversible
etTij(@ ™ =T;j(-a). 0

@ Théoréeme 22.25

| Les opérations élémentaires conservent le rang de la matrice.

Preuve : Découle directement des propriétés du rang et du théoréme précédent. (I

4) Calcul pratique du rang d’une matrice

EgDéﬁnition 22.16
Soient A, B € .y p(KK), on dit que A et B sont équivalentes lorqu’il existe Q € GL, (K) et P € GL,(K)
telles que B = QAP.

Remarque 22.9 —
- On définit ainsi une relation d'équivalence dans My, ,(K).
— Deux matrices équivalentes ont le méme rang.
— Une opération élémentaire donne une matrice équivalente.
— Deux matrices carrées semblables sont équivalentes.
- A€ My,p(K) aunrang égal ar si et seulement si A est équivalente aJy p, ;.

@ Théoreme 22.26

| Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (I
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@Théoréme 22,27
pl * k *
0
Si A € Mp,p(K) est équivalente a B = pro* * , avec p1 x --- x p # 0, alors
0 0 0
0 0 0 0
rg(A) =r.

Preuve : Le rang de B est le rang de ses vecteurs lignes, d’ou1 rg(B) = rg(/;(B), ..., [, (B)) = r, or A est équivalente a B donc
rg(A) =rg(B) =r. (]

La méthode
Celle-ci consiste a transformer la matrice A en la matrice B ci-dessus a 'aide des opérations élémentaires
sur les lignes ou les colonnes (méthode de Gauss), a chaque étape, la matrice obtenue a le méme rang que A,
plus précisément, a chaque étape la nouvelle matrice s’écrit sous la forme Uy x A x Vi avec Uy, V. inversibles.
Al'étape n° k, le principe est le suivant :
a) On choisit un pivot (i.e. un coefficient non nul) dans les lignes Ly a L, et dans les colonnes Cy a Cp,.

b) On amene le pivot a sa place, c’est a dire sur la ligne Ly dans la colonne Cj en échangeant éventuelle-
ment deux lignes et/ou deux colonnes.

¢) On fait des éliminations en dessous du pivot pour faire apparaitre des 0, avec les opérations du type :

L; —L; +al.
3 1 1
wwExemple : SoitA=| 1 0 2
-1 2 =12

Etape 1 : premier pivot : 1 (ligne L; colonne Cy)

1] 3 1

Ci<—CyetL3 —L3—2L; donnent | 0 1 2

0 -7 -14
Etape 2 : deuxieme pivot : 1 (ligne L, colonne Cy)
1
L3 —L3+7L; donne | 0 21.
0O 0 O

Etape 3 : pas de troisiéme pivot.
Doncrg(A) =2.

Exercice 22.12 Avec la matrice A précédente, déduire de la méthode deux matrices inversibles U etV telles que UAV =
J3,3,2.
ssExemple : (Variante) Il peut étre parfois avantageux de n’effectuer que des transformations sur les colonnes,
les éliminations se font alors a droite du pivot avec les opérations du type C; — C; + «Cy (a I'étape k). Voici
quel peut étre I'intérét :
Soit B = (i, j, k) une base de E et soit u € £ (E) défini par rn%at(u) = A (la matrice précédente), calculons le
rang de A (donc le rang de u) en faisant uniquement des opérations sur les colonnes :
Etape 1 : premier pivot 1 (ligne L; colonne Cy)

1] 3 1

C; < Cy donne | 0 1 2
2 -1 -12
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La matrice obtenue est la matrice dans la base 5 de de la famille (u(}), u(i), u(k)).

1] o o

Cy,—Cy—3C;etC3«—C3—Cjdonnent | 0 1 2
2 =7 -14

La matrice obtenue est la matrice dans la base 8 de de la famille (u(j), u(i —3j), u(k — j)).
Etape 2 : deuxieme pivot 1 (ligne L, colonne Cy)

0 0
C3 — C3—2C; donne | 0 0
2 70

La matrice obtenue est la matrice dans la base ®5 de de la famille (u(j), u(i —3j), u(=2i +5j + k)).

On en déduit que le rang de u est égal 2 2 et Im(u) = Vect [u(j), u(i — 3j)| = Vect [u(}), u(i)]. Le théoreme
du rang permet d’en déduire que dim(ker(u) =3 -2 =1, or —2i +5j + k est dans ker(u) et non nul, donc
ker(u) = Vect[-2i +5j + k]

5) Calcul pratique de I'inverse d’une matrice

Soit A € 4, (K), supposons qu’en r opérations sur les lignes de A on obtienne la matrice I,;, on a alors
une relation du type G, x - - - x G x A =1;;, ou G; est la matrice correspondant a I'opération numéro i. On peut
alors en déduire que la matrice A est inversible et que son inverse est A! = G, x --- x G;, pour obtenir cette
matrice, il suffit d’effectuer les mémes opérations (dans le méme ordre) sur la matrice I,, en méme temps
que sur A. La méthode consiste donc a écrire la matrice A suivie de la matrice I, :

A I,
ain L ai,n 1 O

an1 -+ apn | O 1

Les opérations sont effectuées sur toute la longueur de chaque ligne. L'objectif est d’obtenir la matrice I,
ala place de A, alors on pourra conclure que A est inversible, et 12 ot1 il y avait I, on aura A™!, on utilise la
méthode de Gauss-Jordan' :

Al'étape k :

— On choisit un pivot (i.e. un coefficient non nul) dans les lignes L ...L; et dans la colonne Cy.

— On amene le pivot a sa place : ligne L (en échangeant éventuellement deux lignes).

— On fait les éliminations (pour faire apparaitre des zéros) en dessous et au-dessus du pivot avec les

opérations : L; — L; + alLg.
Il'y a donc au plus n étapes.

Il y a deux cas possibles au cours du processus :

— Si achaque étape on peut trouver un pivot, alors apres I’étape n, il ne reste plus qu’a diviser chaque

ligne par le pivot correspondant pour obtenir la matrice I, : c’est le cas ou1 la matrice A est inversible.

— Siau cours de I'étape k on ne peut pas trouver de pivot dans la colonne Ci et dans les lignes Ly.... Ly,

alors on est dans la situation suivante, a I'issue de 'étape k—1:
p1 O 0 £k k| ok eee eee

0o . 0

p1,---, Px—1 désignent les pivots des k — 1 étapes précédentes, ces pivots étant non nuls, il est facile
de voir qu’avec des opérations sur les colonnes, on peut faire apparaitre des zéros dans la colonne k
sur les lignes L ...Lg_;, sans changer les coefficients des lignes L....L, de cette méme colonne. La
matrice ainsi obtenue posséde une colonne nulle, donc son rang est inférieur ou égal a n — 1, or cette
matrice a le méme rang que A, donc nous sommes dans le cas ou A est non inversible.

1. JORDAN Camille (1838 — 1922) : mathématicien francais dont I’ceuvre considérable touche tous les domaines des mathéma-
tiques.
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2 4 2 2 4 2|1 0 0
siwExemple: SoitA=]|0 1 1 |, appliquonsla méthode de Gauss-jordan: 0 1 1 |0 1 O .
2 2 -1 2 2 -1|0 0 1

Etape 1 : pivot p; = 1, ligne L; colonne C;, éliminations : L — L3 — L1, ce qui donne :

2 4 2 1 00
0 1 1 0 1 0
0 -2 -3|-1 01

Etape 2 : pivot p; = 1, ligne Ly, colonne C,, éliminations : L; < Lj —4L; et L3 < L3 + 2Ly, ce qui donne :

Etape 3 : pivot p3 = —1, ligne L3, colonne Cz, éliminations: L; — L; —2L3 et L, — Ly + L3, ce qui donne :

2 0 O 3 -8 -2

01 0 |-1 3 1

00 -1]-1 2 1
3/2 -4 -1
En conclusion, la matrice A est inversible et son inverseest: A" =| -1 3 1
1 -2 -1

VI MATRICES PAR BLOCS, MATRICES EXTRAITES

1) Matrices par blocs

Soit U € .4y, (KK), alors on peut découper la matrice U en quatre (par exemple) blocs de la maniere
suivante :

an arr arr+1 aip

U_ aql IRy aqr aq,r+1 oo aqp
ag+1,1 **° Qg+l,r | Qg+1,r+1 " Qg+l,p

anl e Anr An,r+1 e Anp

A|B
ce que l'on peut écrire plus simplement sous la forme U = (T‘F) € Mn,p(K), avec les blocs A €

Mar(K),Be My p—rK), CEMp—g,rK),DEeE My qp-r([K), etles correspondances suivantes :
- A;jj=U;jpourie[l;q]etjefl;r];
- B;j=U;,+jpourie[l;q]etje[l;p-r] (attention au décalage sur les colonnes!);
- Cij=Ugyijpouric[l;n—gq]etje[l;r] (attention au décalage sur les lignes!);
- Djj=Ugyirvjpouri€[l;n—q]etje[l;p—r] (attention au décalage sur les lignes et les colonnes!).
Bien entendu on peut faire moins ou bien plus de quatre blocs. Voici plusieurs cas particuliers :

s=Exemples :
-U=( G ‘ ‘ Cp(U) ), c'est a dire une ligne de blocs et p colonnes, dans ce cas les blocs sont les
matrices colonnes de U;
L1 (U)
- U= : , c'est a dire n lignes de blocs et une colonne, dans ce cas les blocs sont les matrices
L,(U)
lignes de U;

© - (0)

0 A
— Matrices diagonales par blocs, ce sont des matrices carrées de la forme A = ©

© O
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1 2 0
ou les matrices A; sont carrées (par forcément de méme taille). Par exemple A=|-1 3 0] est
0 0 1

diagonale par blocs.

. . . . . o A
— Matrices triangulaires par blocs, ce sont des matrices carrées de la forme A =
. ° *

© O

1 2 5
ou les matrices A; sont carrées (par forcément de méme taille). Par exemple A=|-1 3 2| est
0 0 1

triangulaire par blocs.

@Théoréme 22.28 (produit par blocs)

A|B A | B
SoientU = (T‘T) € MppK), V= ( D ) € Mpm(K), avecA€ My, (K),Be Mg p—r(K),

Cetlnq,rK),DE Mugp-rK),A € MsK),B € MmisK),C € Mp_rsK),D € Mp_rmsK),
alors :

A\B )X(A’B’ ):( AA’ +BC’ \ AB’+BD’)

U><V=(CD D CA’+DC’ | CB'+ DD/

Preuve : On vérifie que U est bien de taille (n, p) etV de taille (p, m), donc le produit W = U x V est défini et de taille
(n, m). Calculons les coefficients w;; = Z Uik Vxj, dans les différents « quarts » :
— Premier «quart» (i€ [1;g] et j€ [[1 s)):
.

w,]—Za,kakj+ Z bi f—rCp_ rj—[AA’ ,]+Zbkck] [AA'];j+ [BC'];j = [AA"+BC'];;
k=r+1

- Deuxiéme «quart» (i € [1;g] et je[1;m—s]):
_

w,]+5—2a1kbk + Z bik-rdi_, ; [AB],,+Zbkdk]_[AB’+BD]
k=r+1

- Troisieme «quart» (i € [1;n—g] et j € [1;s]) :
_r

wl+q]—chkak]+kzld,k rCho_ y [CA]l]+Zd,kck] [CA"+DC'];;
r+

Quatrieme «quart» (i€ [1;n—g] et je[1;m—s]):

—r

wlﬂ,,H_Zc,kbk + Z dik—rdy_ y =[CB'] ,j+Zdlkdk] [CB'+DD'];;
k=r+1

ce qui prouve la formule. (I

Remarque 22.10:

— Cette formule n'est valable qu’a certaines conditions. Le nombre de colonnes de blocs de la matrice de
gauche doit correspondre au nombre de lignes de blocs de la matrice de droite, mais il y a aussi des
conditions sur les tailles des différents blocs (la largueur de la colonne de blocs numéro j de la matrice de
gauche, doit étre égale a la hauteur de ligne de blocs numeéro j de celle de droite, on dit qu'ils doivent étre
compatibles). C’est la premiére chose a vérifier avant de faire un produit par blocs.

— La formule a été donnée avec 4 blocs, mais elle est évidemment plus générale. Le résultat a autant de
lignes de blocs que la matrice de gauche, et autant de colonnes de blocs que la matrice de droite (sous
réserve de compatibilité).

Applications :
— Si A est une matrice diagonale par blocs, alors Vp € N, A” s’obtient en élevant tous les blocs diagonaux a la
puissance p.
- SiA est une matrice diagonale par blocs, alors A est inversible si et seulement si tous les blocs diagonaux sont
inversibles, auquel cas la matrice inverse s'obtient en inversant chaque bloc de la diagonale.
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- Si A est une matrice triangulaire par blocs, alors A est inversible si et seulement si tous les blocs diagonaux sont
inversibles.

wExercice 22.13 Démontrer ces trois applications.
1 2 0

swExemple : SoitA=|—-1 3 0], cette matrice est diagonale par blocs. Le bloc (_11 g) est inversible est son
0 0 2
. 1(3 -2 N . . . . 1 1 . .
inverse est ¢ ( 11 ), le deuxieme bloc (2) est inversible lui aussi d’inverse (3), donc A est inversible et son
3 -2 0
inverse est A™! = % 1 1 0]
0 0 3

2) Matrices extraites

o4 Définition 22.17
Soit A € My, (IK), soit r entier strictement positif et inférieur ou égal a n et p, soient iy <ip <---<i,
des entiers de l'intervalle [1;n], et j; < j» < --- < j, des entiers de l'intervalle [1;p], la matrice
M e 4, (K) définie par my,; = a;,,j, est dite matrice carrée extraite de A.

1 2 3 4
sisExemple : Soit A=|5 6 7 8 |, alors la matrice M = (
9 10 11 12
prenant les lignes 1 et 3, et les colonnes 1, 2 et 4.

1

9 10 1 2) est une matrice extraite de A en

Propriété 1

SiA€ My, p(K) etsiM € 4, (K) est une matrice carrée inversible extraite de A et de taille r, alors rg(A) > r.
Preuve: Notons 1 < j; <... < j, < plesnumeéros des colonnes qui ont été extraites de A. Siles colonnes Cj, (A),...,C;, (A)
étaient liées, alors les colonnes de la matrice extraite M serait liées (avec les mémes coefficients), et donc la matrice M
ne serait pas de rang r ce qui est absurde car elle est inversible, on en déduit que les colonnes Cj, (A),...,Cj, (A) forment
une famille libre, et donc rg(A) > r. O

Propriété 2

SiA € y,,(K) est de rang r alors toute matrice carrée inversible extraite de A a une taille inférieure ou
égale a r. Et il existe une matrice carrée extraite de A qui est inversible et de taille r.

Preuve : D’apres la premiere propriété, si une matrice carrée inversible extraite de A a une taille égale a ¢, alors on a
r<rgA)=r.

Le rang de la matrice A est le rang de ses colonnes, celui vaut r, donc il existe des entiers j; <--- < j, de I'intervalle
[1; p] tels que la famille (Cj, (A),...,Cj, (A)) est libre dans .41 (K).

Considérons la matrice B obtenue en ne prenant que les colonnes Cj, (A),...,Cj, (A), le rang de cette matrice est r,
or son rang est aussi le rang de ses vecteurs lignes, il existe donc des entiers i1 < --- < i, de I'intervalle [1; n] tels que
les lignes L;, (B),...,L;, (B) forment une famille libre, par conséquent la matrice carrée extraite M € ./, (K) définie par
my,; = a;,, j, estinversible (car de rang r). O

Ceci permet d’énoncer le théoréme suivant :

€8 Théoreme 22.29
| Lerang d’'une matrice est la taille maximale de ses matrices carrées extraites inversibles.

VIl SOLUTION DES EXERCICES

Solution 22.1

1/ 7, (K) = Vect [(Eij)lgigjgn], la famille (Eif)lgigjgn est libre, c'est une base de 7} (K), on a donc dim(J,; (K)) =
n(n+1)
2

2/ 7,1 (K) = Vect [(EV) 1< j<i<n], la famille (EY) < j<i<n est libre, c'est une base de 7,; (K), on a donc dim (7, (K)) =
n(n+1)
=
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3/ F,(K) = Vect[(Eij +Eji)1<i<j<n], la famille (B + Eji)lgigjgn est libre, c’est une base de #,(K), on a donc
dim(#, (K)) = 220,

4/ of,(K) = Vect [(Eij —Efi)1<i<j<n], la famille (E' — Eji)lgkjgn est libre, c'est une base de </, (K), on a donc
dim(e#, (K)) = 220,

Solution 22.2 SoitA € M, (K), on sait que t(‘A) = A, donc la transposition dans 4, (K) est une symétrie (involutive et
linéaire). C’est la symétrie par rapport aker(T —id) = ., (K) et parallelement a ker(T +id) = o, (K).

Solution 22.3
01 0 O
2 3 2 s 0 0 2 O
1/a) D(1) =0,DX) =1, D(X?) =2X et D(X°) = 3X~, d’ott mat(D) = .
B 0 0 0 3
0 0 0 O
0 1 1 1
2 3 2 ) s 0 0 2 3
b) A(1)=0,AX) =1, A(X?) =2X+1 et A(X’) =3X +3X+l,d0urr§1t(A)= 00 o0 3l
0 0 0 O
¢) B’ = (Py,P1,P2,P3) est une base de E (degrés étagés), et A(Py) = 0, A(P1) = Py, A(Py) = Py et A(P3) = Py, d'oit
01 0 O
0 1 0
matd =1y o o 1|
0 0 0 O
1 0 0 O
toll 11 tpl2 _ g2l tho2l 12 tr2o _ 22 . ) 0 0 1 0
2/ Dans 4>(K) ona E** =E**, E'“=E<", E=* =E*<, E“° = E=¢, la matrice demandée est donc 01 0 ol
0 0 0 1
Solution 22.4
X
) s xX—-2y+3z
1/ Coordgg (x, y,2) =X = (y),douCOOrdsB'(f(x,y,z)) =AXX= o x s y—5z s donc f(x,y,2) = (x=2y+3z,2x+y—52)
z

(B’ est la base canonique de K2).

xX=y
2/0na(x,y2)=xi+yj+zk=z>i+j+k)+(y—2)(+]j)+ (x—-y)i, donc Coordn(x,y,2) =X = (y—z), dolt
z
xX-2y+z
Coordgs/ (f(x,y,2)) =AxX=| 2y—3z |, cestadire f(x,y,2) = (x-2y+2)i+ _2y—-32)(i+j)+z(i+j+k), et
z

donc f(x,y,2) =(x—2,2y—-2z,2).
3/ Soit B la base canonique de KP et B’ la base canonique de K", soit f € L (KP,K") l'application linéaire définie par

fgl%tr(f) = A—B. Pour x e KP, posons X = Coordsg (x), on a alors Coordss: (f (x)) = (A—B)X = Oy,1, ce qui montre que

f estl'application nulle, donc sa matrice est nulle, ce qui donne A = B.

Solution 22.5 SoientEi'j,Ek’l deux matrices élémentaires de My (K), soient (r,s) € [1; n]]2 :
[E"/ x Ek'l]r,s = Zl [El']]r,p[Ek'l]p,s = zlai,rap,jﬁlhkzsl,s = 6j,lcﬁi,rﬁl,s = 6j,k[El’l]r,s;
p= p=
onadoncE" xEF! =§; BV

01 0 0
Solution 22.6 OnaA=13+] avec] = (O 0 l), de plusJ? =K = (0
0 0O 0

S © O

1
0), et]® = 03. Commels x ] =] x I3, on peut
0

nn-1)
2
n |
1
Solution 22.7

1/ Posons B = "(A™Y), alors B x 'tA = (A x A1) = t1,, = 1,,, donc A est inversible et son inverse est B.

utiliser le binome de Newton :

S O -
(=]

n
A" = kz{)(g)]k =Ig+nJ+ 220K = (
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X a
2/ SoitX =|y| etsoitY =| b |, résolvons l'équation AX =Y :
z c
X + Ay -
AX=Y <= 2y +
X
X Ay -
— 2y +
- Ay +
X - z +
— z +

D'ott la discussion :

zZ = a

z = b

z = C

z = a

z = b

2z = c—a(L3<—L3—L1)

Ay = a

2y = b

(4+)\)y = c—a—Zb(L3<—L3—2L2)

—SiA =—4:alors le systeme n'a pas de solution lorsque c — a—2b # 0, la matrice A n'est donc pas inversible.
—Si A # —4 : le systeme admet une unique solution qui est :

_ a+2b—-c
y = 4+A
_ —2a+Ab+2c
z = 4+A
_ 2a-Ab+(A+2)c
x= 4+A
Or on sait que cette unique solution estX = A~'Y, on en déduit alors que :
2 -A A+2
-1_ _1 -
Al=g1 2 -1
-2 A 2
X1 N
3/ Supposons les coefficients diagonaux tous non nuls, soitX = etY = , lorsqu’on résout le systeme TX =Y
Xn Yn
(d’inconnueX) par substitutions remontantes, on obtient une solution de la forme :
Xn = bn,nyn
Xn-1 = bn—l,n—lyn—l + bn—l,nyn
X= .
x1 =biayito+binyn

Iy a une seule solution, donc T est inversible, on sait alors que X = T~'Y, donc les coefficients de la matrice T~ sont
les coefficients b;, j ci-dessus, ce qui prouve que T~! est triangulaire supérieure.

Réciproquement, si'T est inversible, alors TIT =1, notons aij les coefficients de T, alors on doit avoir : aj1a; =1,
donc ay # 0. Puis ay1 a1 =0 donc ap) =0, puis axya; = 1 donc a; # 0. On montre ainsi de proche en proche que T!
est triangulaire supérieure et que les coefficients diagonaux de T sont tous non nuls.

Solution 22.8 La matrice de passage deB aB' est A =

(==}

1 0 0 O

01 - . . . 415

00 1 -3/ cette matrice est triangulaire et ses éléments
0 0 1

diagonaux sont tous non nuls, elle est donc inversible, ce qui prouve que B’ est une base de K3[X]. On a la relation

Coordss/ (P) = A™! x Coordss (P), il faut donc calculer A, on peut résoudre I'équation A x

X =a 1 0 0 O
¥y =b+c+d . 1 01 1 1
, on en déduit que A~ =
z =c+3d qa 0 0 1 3
f 4 00 01

a
b+c+d
c+3d |

d

, ce qui donne

~ N < =
QU o T

. Finalement, si P = a+ bX + ¢X? + dX3, alors Coords/ (P) =

. N 1 1 , . . _ 1 1
Solution 22.9 La matrice de passage deB a B’ estP = ( 1 - 1), cette matrice est inversible et P~ = % ( 1 - 1), onen
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10
0 3
1+3" 1-3"
1-3" 143"
Y (x,p) € K3 u(x,y) =1 ((1+3Mx+(1-3"y;(1-3")x+(1+3")y).

déduit que B’ est bien une base deK? et que n%e’t(u) =A' =P IxAxA= ona

). On en déduit que A’ = ((1) 3n),

alorsA™ = [P x A’ x P71 =P x A" x P! ce qui donne : A" = § ( ,orA" = m%at(u"), par conséquent :

Solution 22.10 r = rg(p), on a E = Im(p) & ker(p), soit (ey,...,e;) une base de Im(p) et soit (er41,...,e,) Une base
de ker(p), alors *B = (ey,...,ey) est une base de E et il est clair que nsglt(p) =Jpnr (car Im(p) = ker(p —idg)), d’oix

tr(p) =trUp,n,r) =1 =18(p).

Solution 22.11 Il existeU € GL,(K),V € GL, (K) telles que UAV =], ,, » avecr =1g(A). Onaalors'V'A'U =", , - =T pn.r»
ce qui donne le résultat.

Solution 22.12 On transforme la matrice obtonue précédemment enJz 3 :

1 00 1 00
Cy — Cy—3C4,C3 — C3—C1 donnent (O 1 2|,C3—C3-2C, donne (0 1 O).
0 0 O 0 0 O
On a obtient la matrice U en effectuant sur lignes de I3 les mémes opérations que sur les lignes de A (dans le méme
ordre), et la matriceV en effectuant sur colonnes del3, les mémes opérations sur les colonnes de A (dans le méme ordre) :

1 0 0 0o 1 -2
U=]10 1 O0]etv=|1 -3 5
-2 7 1 0 O 1
Solution 22.13

© - O

0 |A] .
1/ SoitA = © , une matrice diagonale par blocs.
: )
© O
AP @ - (0)
AP
a) Une simple récurrence sur p permet de montrer que AP = 2 , en écrivant que AP*! = Ax AP
e (V)
© - O
et a l'aide d’'un produit par blocs.
AT @ (0
. —_— . . © A e iy
b) Si les bloc A; sont tous inversibles, alors on peut considérer la matrice B = , On vérifie
; EE (V)
© O
AAT © O
. © | AA;! \ . :
alors (produits par blocs) que AB = =1,, ot m est la taille de la matrice A,
: (0)
) 0 [ARAY

celle-ci est donc inversible et son inverse est B.
Réciproquement, si A est inversible, supposons que A est de taille py et non inversible, alors on peut trouver une

X1
X1
L X
colonneX; = . |, non nulle, telle que A1X; = Op, 1, considérons la colonneX = 6" € Mm,1(K), alorson a
Xp1 .
0
A Xy
0
AX = . =Oyp,1, or la colonneX est non nulle, donc A nest pas inversible : contradiction. On en déduit que
0
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A, est un bloc inversible. Le raisonnement est le méme pour les autres blocs.

0 A . :
2/ SoitA = © une matrice triangulaire par blocs.

*

© o

Si A et inversible, on peut démontrer que chaque bloc A; est inversible en commencant par A, .

Al @ 0
— . . © Ay iy
Supposons tous les blocs inversibles, on peut considérer la matrice B = , on vérifie alors
: - (0
© O [A
AA7! * - *
, ©  AA : : . o
(produits par blocs) que AB = = C, cette matrice C est triangulaire supérieure
: . . .
0) 0 |AAY

avec que des 1 sur la diagonale, elle est donc inversible, on en déduit que A= CB™! est donc inversible.
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