Planche n° 26. Polynémes : corrigé

Exercice n°1

Soit n > 2.

n—1 n—1 n—1
1 ik7t/n —ik7/n 1 ik7t/n —2ik7t/n
an:HZ_i(e —e ):(Zi)“_]He H(1_e )
k=1 k=1 k=1

Maintenant,

n—1

H eikm/m _ g (1424 (n—1)) _ in(n-1)/2 _ (em/z)“_] — 1
k=1
1 n—1 1 n—1
ik7t/n __ . N _ ,—2ikm/n
et donc T g e = nT Il reste & calculer g (T—e ).

lére solution. Les e 2t¢/™ 1 <k <n—1, sont les n — 1 racines n-¢mes de 1 distinctes de 1.
Puisque X™ —1 =(X—-1) (1 +X+ ..+ X“*]), ce sont donc les n — 1 racines deux deux distinctes du polynome 1+ X +
woe + X" 1. Par suite,

1

3
|

T Xt X0 =TT (X e 2/m) =,
k=1
n—1
En particulier H(] —e KT/ P =141..+1=n.
k=1

Finalement,

Exercice n° 2

Soit n > 2. Tout d’abord

Q=01+X+..+X

_(WWt4)C_m+1MWX—n—«W”“4)_nW”l—m+1W“+1

X1 X—1)2 - (X_—1)2
: nn+1) . .
Ensuite, wo =1 et donc, Q(wp) =1+2+...4n= — Puis, pour T < k <n—1, wi # 1 et donc, puisque wy =1,
nol ' —m+Nl+1  nwog—m+1)+1 n
(wx —1) (wx —1) wy — 1
Par suite,
n—1 n—1
_nn+1) n  ntn+1)
gmmu 5 EwV,-M .
- - 2] J(wi—1)
k=1
n—I1 ) n—I1
Mais, X" —1 = (X = 1) (1 4+ X+ ... +- X" 1) et dautre part X* —1 =[] (X—ehk"/“) = (X=1) [] (X~ wk). On en
k=0 k=1
n—1 )
déduit que H(X — PRy 1 L X L X
k=1
n—1 n—1
En particulier, H(1 —wi) =141+ ...+1"" =1 ou encore H(wk —1) = (=1)™ "n. Donc,
k=1 k=1
*ﬁQ(w LG D I G Vit G )
o4 K 2 (=) n 2 '

http ://www.maths-france.fr 1 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



Exercice n° 3

1) Soit p € N. Pour tout réel a,

2p+1
. 2 1 ; ;
2Pt = (cosa+isina)P = ) < Pr >c082p“’ a(isina)
)

j=0
puis
i(2p+1 = (2p+1 2(p—j i 241
sin((2p + 1)a) = Im (el( Pt )“) = jZO (2]_ 1 ) cos?P1) q(=1) sin?*! a.
Pour 1 < k < p, en posant *—T[oobt'et'
ur 1 <k<p,enp na_2p+],n ient :
P
2p +1 J(p_i) KT A, k7t
ke[ (p—j) sint 2 o,
v Eﬂ,pﬂ,§<2j+])cos Zp-l-]( ) sin P 0
Ensuite, pour 1 < k < p, 0 < T < n et donc sin?P! Kk # 0. En divisant les deux membres de (*) par
’ ’ 2p+1 2 2p+1
sin?P ! , on obtient :
+1
P
(2p+1 N ¢
vk €[ —1) tan?(P—) =0.
Dl 3 -0 (2j+1)coan g
i 2 KT X . kmt T
Maintenant, les p nombres cotan sont deux a deux distincts. En effet, pour 1 < k< p, 0 < —— < =. Or, sur
2p+1 2p+1 2

T
]O, 5 [, la fonction x — cotanx est strictement décroissante et strictement positive, de sorte que la fonction x — cotan?® x

est strictement décroissante et en particulier injective.
. . (2P
Ces p nombres deux a deux distincts sont racines du polynéme P = Z(—] ) 241
: )
j=0
donc toutes les racines de P (ces racines sont par suite simples et réelles). D’aprés les relations entre les coefficients et les
racines d’un polynéme scindé, on a :

)Xp_j, qui est de degré p. Ce sont

(Zp + 1)
. —
2p —
Zcotaun2 krt =— 3 :p(p ”.
= 2p+1 2p+1 3
1
puis,
L 1 P k7t p2p—1) 2p(p+1)
Zizz 1 + cotan? =p+ = .
.o km 2p+1 3 3
k=1 s1n k=1
2p+1
2) Pour n entier naturel non nul donné, on a
n+1 1 n 1 1
u“+]_u“:Zﬁ_Z_2:m>o’

k=1 k=1

k
et la suite (Un)nen+ est strictement croissante. De plus, pour n >

= = = 1 = 1 1 1
= — =1 — <1 — =1 — =) =14+1—=<2.
=Y =+ Y w <+ = () -
k=1 k=2 k=2 k=2
La suite (un) est croissante et est majorée par 2. Par suite, la suite (1, ) converge vers un réel inférieur ou égal a 2.
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3) Pour x élément de [O, g [, posons f(x) = x —sinx et g(x) = tanx — x. f et g sont dérivables sur [O, g[ et pour x
T T
élément de [O, > [), f/(x) =1 —cosx et g’(x) = tanx). f' et g’ sont strictement positives sur }O, E[ et donc f et g sont

g [ Comme f(0) = g(0) =0, on en déduit que f et g sont strictement positives sur }O, g [

strictement croissantes sur [O,

1
Donc, Vx € }O,E{, 0 < sinx < x < tanx et par passage a l'inverse Vx € }O,E[, 0 < cotanx < — < — puis
2 : 2 X sinx
T
Vx € }O’E{’ cotan? x < 2 < v
k k 2 1 1
4) Pour 1 <k <p,0< LA < T et donc cotan? < Pt < . En sommant ces inégalités, on
2p+1 2 2p+1 k7t sin? kmt
2p+1
obtient
P21 _ - (2p+1)? ¢ 1 2pp+)
3 —Zcoan <Z — Z.z —— 3 ,
k=1 k=1 k=1 sin
2p+1
puis
2p(2p — 1 L1 2 1)
p(2p )<”v:Z—< plp+1)m
32p +1)2 b k2 3(2p +1)2
2
Les membres de gauche et de droite tendent vers < quand p tend vers l'infini et donc, d’aprés le théoréme des

2
s
gendarmes, la suite (up) tend vers ra

Exercice n° 4

e XO —T7X 4 8X3 —TX4+T7=(X+8C+7)—(TX*+7X) = (X + DX +7)=7XXC+1) = (X3 + 1) (X3 —=7X+7).
0 3X5 —7X3 £3X2—7=3X2(X3+1)=7(X3+1) = (X3 +1)(3X2 — 7). Donc,

PGCD (X® —7X* +8X3 —7X +7,3X° —=7X? +3X? - 7) = (X*> + 1) PGCD (X —7X +7,3X* - 7)..

3
. 7 7 14
Maintenant, pour € € {—1, 1}, <£\/;> -7 (e\/;> +7=— ?\/;+ 7 #0.

Les polynémes (X3 —7X +7) et (3X? —7) n’ont pas de racines communes dans C et sont donc premiers entre eux. Donc,

PGCD (X6 —7X* +8X3 —7X +7,3X° —=7X3 +3X2 —=7) = X3 + 1.

Exercice n° 5

Soit n € N.

(X4 1)™ — X™ — 1 est divisible par X*> + X + 1 & j et j% sont racines de (X + 1) — X™ —1
& jest racine de (X + 1) — X" —1
(car (X + 1)™ — X! est dans R[X])
SH+N—ji"=1=0& ()" —j" =1 =0.

o Sin €6z, (— )“—)“—1——3¢o

oSln61+6Z (=) —j"—=1=—2—j—1=0.
eSine2+46zZ, (A" —j"—1=j—j2—1=2j#0.
eSinc3+6zZ, (-2 —j"—1=-3#0.
eSinc4+6z, (2" —ji"—1=j2—j—1=2j2 £0.
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eSincs5+6Z, (X" —j"—1=——j2—-1=0.
En résumé, (X 4+ 1)™ — X™ — 1 est divisible par X? + X + 1 si et seulement si n est dans (1 + 6Z) U (5 + 6Z).
Exercice n° 6

Soit P un polynéme non nul & coefficients réels. Pour tout réel x, on peut écrire

3 !
F‘(x):)\l_[x—aL H x—z;)(x —7))P,
i=1 j=1

ol A est un réel non nul, k et 1 sont des entiers naturels, les a; sont des réels deux & deux distincts, les «; et les (31 des
entiers naturels et les (x —z;j)(x —Zj) des polynémes deux a deux premiers entre eux & racines non réelles.

1
Tout d’abord, pour tout réel x, H((x —2zj)(x — :7._]-))Bj > 0 (tous les trindmes du second degré considérés étant unitaires
j=1
sans racines réelles.)

k
Donc, (Vx € R, P(x) > 0) & (Vx € R, A] [(x —ai)** > 0).

i—
Ensuite, si Vx € R, P(x) > 0, alors lir+n P(x) > 0 ce qui impose A > 0. Puis, si un exposant «; est impair, P change de
X—+00

signe en aj, ce qui contredit I’hypotheése faite sur P. Donc, A > 0 et tous les a; sont pairs. Réciproquement, si A > 0 et si
tous les o sont pairs, alors bien siir, Vx € R, P(x) > 0.

Posons A = VA H i *i/2 A est un élément de R[X] car A > 0 et car les o sont des entiers pairs. Posons ensuite

! 1
Q1 = H(x — zj)ﬁ" et Q2 = H(x — z_j)ﬁi. Q1 admet aprés développement une écriture de la forme Q1 = B +1iC o1 B et
j=1 j=1
C sont des polyndémes a coefficients réels. Mais alors, Q2 = B —iC puis
P=A%Q:Q; =A%(B +iC)(B—iC) = A?(B®> + C?) = (AB)* + (AC)* = R? + §2,

ou R et S sont des polynomes & coefficients réels.

Exercice n° 7

n
Si P est de degré inférieur ou égal & 0, c’est clair. Sinon, posons P = Z a X avec n € N*.
k=0

P(P(X)) =X =P(P(X)) =P(X) + P(X) =X = Y ax ((P(X)* =X¥) + (P(X) = X)
k=0

= ax ((PX)* =X¥) + (P(X) = X).
k=1

Mais, pour 1 < k< n, (P(X))* =X*) = (P(X) = X) ((P(X))k_1 +X(P(X)k 2+ ...+ Xk_l) est divisible par P(X) — X et il
en est donc de méme de P(P(X)) — X.

Exercice n° 8
1
1) Posons P = Z aiXjoul > 1 et ou les a; sont des entiers relatifs avec a; # 0. D’aprés la formule du binéme de

NEWTON, il ex1ste des entiers relatifs Ki, 0 <1 < 1, tels que
! ! '
P(n+km) = Za1n+km Zaln +Kim) = Zainl+Km:m+Km:m(K+1),
i=0 i=0 i=0

ot K est un entier relatif. P(n 4+ km) est donc un entier relatif multiple de m = P(n).
2) Soit P € Z[X] tel que Vn € N, P(n) est premier.

Soit n un entier naturel donné et m = P(n) (donc, m > 2 et en particulier m # 0). Pour tout entier relatif k, P(n+km) est
divisible par m mais P(n + km) est un nombre premier ce qui impose P(n +km) = m. Par suite, le polynéme Q =P —m
admet une infinité de racines deux a deux distinctes (puisque m # 0) et est donc le polynéme nul ou encore P est constant.
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Exercice n°9
1) Déja, Py est dans E.
1
Soit n un naturel non nul. P,, = E(X +1)...(X4+n) et donc, si k est élément de [-n,—1], Pr(k) =0 € Z.

Si k est un entier positif, Py (k) ] (k+1).u(k+n) = (n: k) € 7.

Tl
Enfin, si k est un entier strictement plus petit que —n,

Pn(k) = %(k+ D.(k+n) = (—1)“$(—k— Dok —n) = (=) <—k— 1> 7

Finalement, Vk € Z, Pn (k) € Z, ou encore P (Z) C Z.
2) Une combinaison linéaire a coefficients entiers relatifs des Py, est donc dans E.

3) Soit P € CIX] \ {0} tel que Vk € Z, P(k) € Z (si P est nul, P est combinaison linéaire & coefficients entiers des Py).
Puisque Yk € N, deg(Pyx) = k, on sait que pour tout entier naturel n, (Px)ogkgn est une base de C[X] (c’est-a-dire que
tout polynome non nul de degré inférieur ou égal a n s’écrit donc de maniére unique comme combinaison linéaire des Py,
0 < k < n).et done, (Py)ken est une base de C[X] (c’est-a-dire que tout polynome s’écrit donc maniére unique comme
combinaison linéaire des Py, k € N).

Soit n = degP. Il existe n + 1 nombres complexes ao,..., an tels que P = apPo + ... + an Pn. Il reste & montrer que les a;
sont des entiers relatifs.

e La phrase « P(—1) est dans Z » fournit : ag est dans Z.

e La phrase « P(—2) est dans Z » fournit : ap — a; est dans Z et donc a est dans Z.

e La phrase « P(—3) est dans Z » fournit : ag — 2a; + ay est dans Z et donc a, est dans Z...

e La phrase « P(—(k+ 1)) est dans Z » fournit : agp — aj + ... + (—1)¥ay est dans Z et si par hypothése de récurrence,
ap,..., ax_1 sont des entiers relatifs alors ay 1’est encore.
Tous les coefficients ay sont des entiers relatifs et E est donc constitué des combinaisons linéaires & coefficients entiers
relatifs des Py.

Exercice n° 10

On prend n > 2 (sinon tout est clair).
Q = (X —e'®)(X — e7'2) est a racines simples si et seulement si e'® # e~** ou encore e*'® # 1 ou enfin, a ¢ nZ.

ler cas. Sia € nZalors, P=0=0x Q.

2éme cas. Si a ¢ nZ, d’aprés la formule de MOIVRE

P(e'®) =sin a(cos(na) + isin(na)) — sin(na)(cos a + isina) + sin((n — 1)a)

=sin((n —1)a) — (sin(na) cos a — cos(na) sina) = 0.

Donc, €' est racine de P et de méme, puisque P est dans R[X], e ' est racine de P. P est donc divisible par Q.

n—I1
P=P—P(e'*) =sina (X" —e™?) —sin(na) (X —e"*) = (X —e'?) (sin a Z X l-ketka _ sin(na))

k=0
= (X—e'")Ss.
Puis,
n—1
S—§_— S(e—ia) —sina Z eika (Xn—1—k . e—i(n—]—k)a)
k=0
n—2 n—2-—k
—sina (X _ e—ia) Z eika Z Xn—Z—k—je—ija
k=0 i=0
n—-2 fn-2—k n—2
—sina (X _ e—ia) Z Xn—Z—k—jei(k—j)a —sina (X _ e—ia) Z Z ei(k—j)a Xn—Z—l
k=0 \ j=0 1=0 \k+j=1
n—2

=sina (X —e %)
1

1
( ei(Zk—l)a) Xn—2—1
k=0
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Maintenant,

]- i .
3 eiang o gl 2N sin((L4 Do)

T—elta — sina
k=0
Donc
2 sin((L+1)a
S= —1a X“_Z_l —lﬂ ]. ] Xn 2— L
sin a ;) sna Z s1n +

et finalement

n—2
P=(X—¢ec e ') Zsm (k+Da)Xn27k (XZ—ZXcosa+1)Zsin((k—l—])a)xn—Z—k'

k=0

Exercice n°11

Soit P un polynéme de degré n supérieur ou égal a 2.
Posons P = A(X —z71)(X —z2)...(X — z;,) ol A est un complexe non nul et les zx des complexes pas nécessairement deux a
deux distincts.

n

i [Ix-2)

i=1 jAL i=1

et donc

PP ]
?_;X—Zi.

Soit alors z une racine de P’ dans C. Si z est racine de P (et donc racine de P d’ordre au moins 2) le résultat est clair.
Sinon,

Pl & N Tk S
O_P(z)_zz _Z\ ];\ z )

P z—zi z— zy]

1

7
|Z zy|

2
E |z — zj]
=1

Pour k € [1,1], on pose A, = . Chaque Ak est un réel strictement positif et de plus

=1
n Z 2
o lz—zl
S = ElETEL
k=1 Z 2 — 2|
j=1
n .I n
En conjuguant les deux membres de 1’égalité (*), on obtient Z 5 Z ———zx et donc,
o lz—zl - \z—zk

n

z= E ?\klk-
k=1

Exercice n° 12

6 —2X*cosa+1=(X>—e") (X>— e*ia)

P=X
_ (X o eia/3) (X _)-eia/3) (X )zem/s) (X o efia/S) (X _)-efia/S) (X Jzeﬂa/3)
2 2
(X2 —ZXCOS% + 1) <X2 — 2X cos <§ + ?7{) + 1> <X2 — 2Xcos <§ — ?ﬂ) + 1> .
Il reste & se demander : 1) si les facteurs précédents sont irréductibles sur R et 2) si ces facteurs sont deux & deux distincts.
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2

Les trois facteurs de degré 2 ont un discriminant réduit du type A’ =cos“*ax—1 = — sin? a et A’ est nul si et seulement

si « est dans TZ.

a+2m a—2m

est dans 7Z et donc a =) et ( est dans

a
Les cas particuliers sont donc (= est dans nZ et donc a = 0) et (

niZ ce qui n’a pas de solution dans [0, 7).
ler cas. Sia=0.

P=(X2—2X+1DXP+X+1)X*+X+1)=(X=1)2X2+X+1)%
2éme cas. Si a = 7, en remplagant X par —X on obtient :

P=(X+12X2=X+1)2

3éme cas. Si a est dans ]0, 7t[, les trois facteurs de degré 2 sont irréductibles sur R. D’autre part, e'® et e~1¢ sont distincts
et donc n’ont pas de racine cubique en commun. Les trois facteurs de degré 2 sont deux & deux distincts. Dans ce cas,

2 -2
P= (XZ—ZXCOS%-I-]) (XZ—ZXCOSG—; 7T+1> (XZ—ZXCOSG 3 7T—|—1).

Exercice n° 13

Soit P un tel polynome. —2 est racine de P + 10 d’ordre au moins trois et donc racine de (P 4 10)’ = P’ d’ordre au moins
deux.
De méme, 2 est racine de P’ d’ordre au moins deux et puisque P’ est de degré 4, il existe un complexe A tel que

P/ =AX—=2)2(X+2)2=A (X2 —4)2 =A (X4 —8X%2 + 16) et enfin, nécessairement,
2 Tys 8.3
JA,u) eC/P=A EX —§X + 16X | + pavec A # 0.

1 8
Réciproquement, soit P = A (§X5 — §X3 + 16X) + p avec A # 0.

P solution & P + 10 divisible par (X +2)3 et P — 10 est divisible par (X — 2)3
S P(-2)+10=0=P/'(=2)=P"(=2) et P(2) +10=0=P'(2) = P"(2)
& P(—2)=—10et P(2) =10

32 64
AM—+5-32|+pu=-10
N 5 3
32 o4
Al ———=+32 =10
=3+ ) +p
32 64
Spu=0etA|———=4+32) =10
5 3
75
R N o 75 (1 5 8.5 15 5 255 75
On trouve un et un seul polynéme solution a savoir P = 123 <5X 3X + 16X) = 128X 16X + 3 X.
Exercice n° 14
Les polynomes de degré inférieur ou égal a 0 solutions sont 0 et 1 car A =AA & A € {0, 1}.
Soit P un polynome de degré supérieur ou égal a 1 tel que P(X?) = P(X)P(X +1).
Soit a une racine de P dans C. Alors, aZ, a*, a®..., sont encore racines de P. Mais, P étant non nul, P ne doit admettre
qu’un nombre fini de racines. La suite (a(z“))n y De doit donc prendre qu'un nombre fini de valeurs ce qui impose a =0

ou |a] = 1 car si |a|] €]0,1[N]1,4ool, la suite (|a(2n)‘) est strictement monotone et en particulier les a?”) sont deux a

deux distincts.
De méme, si a est racine de P alors (a — 1)? l'est encore mais aussi (a —1)%, (a—1)3..., ce qui impose a =1 ou|a—1| = 1.

En résumé,

(aracine de PdansC) = ((a=0oulaj=1)et (a=Toula—1=1))
= (a=0oua=1loula=la—1=1).
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Maintenant, |[a| =|la—1=1& |a|=1et|a| =|a— 1] < a € C((0,0),1) Nmed[(0,0), (1,0)] = {—j, —j*}.

Dong, si P € R[X] est solution, il existe K, «, 3, v, K complexe non nul et «, 3 et y entiers naturels tels que
P = KX*(X = 1B (X+j)Y(X+52)Y = KX¥(X - 1)F(X> =X+ 1)Y

(—j et —j% devant avoir méme ordre de multiplicité puisque P est & coefficients réels).

Réciproquement, si P = KX*(X = 1)B (X2 =X +1)7.

P(X?) = KXZ¥(XZ = 1R (X* = X2+ 1)Y = KXZ¥(X? = 1)B(X* +2X? +1=3X?)Y
=KX2X = 1)P(X+1)P (X2 = V3X+1)Y(X2+V3X+1),

et

PX)P(X+1) = KX*(X = 1)B(X? =X+ 1)"K(X+ D*XP (X2 + X +1)Y
= K2XHB(X =B X+ D)*X2 =X+ 1) (X2 +X+1).
Par unicité de la décomposition en produit de facteurs irréductibles d’un polynéme non nul, P est solution si et seulement
siP=0ouK=1leta=pety=0.

2 —X)* ol « est un entier naturel quelconque.

Les polynomes solutions sont O et les (X
Exercice n° 15

a est solution du probléme si et seulement si X> — 209X + a est divisible par un polynéme de la forme X? + «X + 1. La
division euclidienne de X — 209X + a par X? + o«X + 1 s’écrit

X3 —209X 4+ a = (X% + aX+ 1)(X3 —aX? + (o« — )X — (& — 20)) + («* — 3? — 208)X + a + (& — 2«x).

at —302 —208 =0

Donc a est solution & o € C/ { R

. Mais,

ot — 302 —208=0& o €{—13,16} & a € {—4,4,1\/@ —i\/ﬁ}
et la deuxiéme équation fournit a € {56, —56, 1511/13, —151\/@}.
Exercice n° 16

On note que P(1) =1 #£ 0 et donc que Iexpression proposée a bien un sens.

5 5
at+2 300N 1 . P 12
> e _§_ <]+ak_])_5_3k§_11_ak_5_3p(]) =5-3x — =31,

Exercice n° 17

Notons (S) le systéme proposé.

x+y+z=1
Xy +Xz+yz

(S) & %:1 cor=1,0,=03=-4
xyz = —4

& x, y et zsont les trois solutions de 1’équation X3 —X?—4X+4=0
& x, Yy et z sont les trois solutions de I'équation (X —1)(X —2)(X+2) =0
54 (X)U) Z) € {(])2) _2)) (])_2) 2)) (2) ])_2)) (2) _2) ])) (_2) ])2)) (_2) 2) ])}

Exercice n° 18

Le polynoéme nul est solution. Un polynéme non nul de degré inférieur ou égal & 1 ne convient pas.
Soit P un polynéme non nul solution de degré n > 2. Alors n = n—14n—2 et donc n = 3. Posons P = aX3+bX% +cX+d
avec a # 0.
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P(2X) = P/(X)P"(X) & 8aX® +4bX? + 2cX + d = (3aX? + 2bX + ¢)(6aX + 2b)
& (18a% —8a)X3 + (18ab — 4b)X? + (4b? + 6ac — 2¢)X +2bc —d =0
& 18a% — 8a = 18ab —4b = 4b? + 6ac — 2¢ = 2bc—d =0

4
<:>a:§etb:c:d20.

4
Les polynoémes solutions sont 0 et §X3.

Exercice n° 19

1)
_ E pn71 B _ n n—1 n—1 no__
P(r)=0= anqn +an-1—— +...+a1q +ao=0=anp  +an1p" 'q+...+aipq +apq" =0
{ anpn =q (_an_]pn—l - = a]pqn—Z _ aoqn—l
aoqn =p (_anpn—l _ an_]pn—Zq - = a]qn—Z

La premiére égalité montre que q divise anp™. Mais q est premier & p et donc q est premier & p™. D’aprés le théoréme
de GAuUsS, q divise an.

De méme, la deuxiéme égalité montre que p divise ap.

2) 0 n’est pas racine de P.

Soit T = B, (p € Z*, q € N*, PGCD(p,q) = 1) une éventuelle racine racine rationnelle de P. Alors, p divise 4

et g divise 12 et donc, p est élément de {£1,£2,+£4} et q est élément de {1,2,3,4,6,12} ou encore r est élément de

1T 1 2 4 1 1 1
{i],j:2,i4,j:z,j:§,ig,ig,iz,ig,i]—z}.

2 1
Réciproquement, on trouve P (g) =P (4_1) = 0. P est donc divisible par

12 (x-%) (x-%) =(3X—=2)4X—=1)=12X2 = 11X + 2.

Plus précisément, P = (12X2 — 11X +2) (X2 + X +2) = (3X —2)(4X — 1) (x- _]%ﬁ> (x — _]%ﬁ>

Exercice n° 20

1 1
Pour n > 0, posons P, = (X —1)2* — X2" 42X — 1. P, (0) = P,.(1) = P, <—> = 0. P, admet 0, 1 et 5 pour racines et

2
est donc divisible par X(X —1)(2X — 1) = 2X3 —3X? + X.
Sin =0 oun =1, le quotient est nul. Si n = 2, le quotient vaut —2.

Soit n > 3. On met successivement 2X — 1 puis X — 1 puis X en facteur :
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Pro=((X=1)" =) "+2X-1) = (X— Z 1Zx2m=1=k) 4 (2X — 1)
k=0

2X—1) ( Z 1)2kx2(n=1- k+1> 2X—1) <

n—1 2

_(2X—1)<—(X—1) (X — 1)ZkTx2n=1-%) _ (x 1) Zxk>
k

=0

3
|

I\/]

kaz n—1-k) +1 _X2n2>
1

:x‘
1l

T

:(zx—n(x—n(—

I\/]

~

ER
|

2n—1
(X— ])2k—1xz(n—1—k) _ nZ Xk>

k=0
2 2n—1
(X _ UZk—]XZ(n—]—k)) _ < Z Xk> —1— (X _ ])211—3)
k=1

2 3 2 3
(X — 1)1 x2n=1-k) nZ Xk — nZ —1)2n—3-k =3
k

=2X-1)(X-1) <—

=
N”M

3

_(ZX—1)(X—1)<

I\/]

k=1 k=1
n—2 2n—-3 2n—-3
:X(ZX— -I)(X ]) < (X— ])Zkflxzn72k73 Z Xk 1 Z ])2n3kcl2<n3xk]> .
k=1 k=1
Exercice n° 21
1)
2n—1 m 1
1= )21 - k(1 _ y)12n—1—-k
X+ (1—=X)) Z< y >x (1—X)
k=0
n—1 2n—1
_ n—1 K Tm—T1—k n—1\ Fm—T—k
_Z< . >x1 X)mme +Z L xyrem
k=0
= 2n—1 = m—
_ _yyn - k(1 _ yyn—1-k n - k—mn( 1 _ yyn+m—1-k
=(1 X)Z(k>x(1 X) +X Z(k)x (1-X)
k=0 k=n
= - -
Soient U = Z ( K )Xk“(l — X)) 1R e V= Z ( )Xk(l —X)™ 7%, U et V sont des polynomes tels que
k=n
UX"+V(1—X)™ =1. Deplus, pour n < k < 2n—1 deg(Xk (1 —X)Z“_]_k) =k—-n+2n—1—k=n—-1<net donc

deg(U) < n et de méme pour 0 <k < n —1,deg(Xk(1 xXn-1- k):k—l—n—]—k:n—]<netdeg(V)<n.
2)

n+m—1 n+m 1
1= o n+m—1 _ - ki1 n+m—1—k
(X+(1—X)) )3 ( " )x 1-x)
k=0
— n+m—1
Z<“+m )Xk(1—X)“+m ok Z (“+m ])xk(1—><)“+m—1—k
_ — /m+m—1 M e m
=(1—x)mz< . )xkﬂ—xr‘—]—uxn Z( v )xk—“u—xwm—‘—k.
k=0 k=n

n+m-—1 n—1

—1 —1

Soient U = E <n + T]? >an(1 —XytmolTkep v = E (n * T]zl >Xk(1 —X)™ 17 U et V sont des polynomes
k=n k=

tels que UX™ + V(1 —X)™ =1. De plus, pour n < k <n+m—1, deg (Xk_“(l —X)“+m—1_k) =k—-n+n+m-—-1—-k=
m—1 < m et donc deg(U) < m et de méme pour 0 <k <n—1, deg(Xkﬂ —X)“_]_k) =k+n—-T—-k=n—-1<net
deg(V) <n

Exercice n° 22
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Soit n > 2 le degré de P.

1) a) Si P admet n racines réelles simples, le théoréme de ROLLE fournit au moins n — 1 racines réelles deux a deux
distinctes pour P’. Mais, puisque P’ est de degré n — 1, ce sont toutes les racines de P’, nécessairement toutes réelles et
simples.

b) Le résultat tombe en défaut si les racines de P ne sont pas toutes réelles. Par exemple, P = X3 —1 = (X—1)(X—j)(X—j?)
est & racines simples dans C mais P’ = 3X? admet une racine double.

2) Séparons les racines simples et les racines multiples de P. Posons P = (X — aj)...(X — ai)(X = b1 )*" ... (X —=b)* ou les
ai et les bj sont k 4 1 nombres réels deux & deux distincts et les o des entiers supérieurs ou égaux & 2 (éventuellement
k=0 oul=0 et dans ce cas le produit vide vaut conventionnellement 1).

P s’annule déja en k + | nombres réels deux & deux distincts et le théoréme de ROLLE fournit k + 1 — 1 racines réelles

deux & deux distinctes et distinctes des a; et des b;j. D’autre part, les bj sont racines d’ordre «; de P et donc d’ordre

a; — 1 de P’. On a donc trouvé un nombre de racines (comptées en nombre de fois égal a leur ordre de multiplicité) égal
1

1
ak+1-—1 +Z(ocj -1 =k+ Zocj — 1 =mn—1 racines réelles et c’est fini.
j=1 j=1

Exercice n° 23

k
Pour k élément de {—3,—2,—1,1, 2, 3}, posons xx = sin 7“ (les xi sont deux & deux opposés). Il faut calculer les coefficients

du polynéme

-
|
~~

LT .21 3m s .21 . 3w
X—sm7) (X—sm7) (X—s1n7) (X—l—sm7) (X—I—sm7> (X—l—sm7)
2_ 27 2 227 2 237
X sin 7) (X sin 7) (X sin 7)

1 27 1 47 1 67t
2 ! . 47T 2 ! . a7 2 ! . o7t
X 7 <1 cos 7 >) (X 7l (1 cos - )) <X 7l <1 cos - >)

Il Il
OO|-—‘/—\ P

=2-Q(-2X* +1)
N 8m
ot Q(Y) = <cos——Y) (cos— —Y) <cos7 —Y>_
Posons w = e?¥/7
cosz%tcosgcos?:%(w—i-wﬂ (w2+w5) (w3+w4) Z%(w6+w7+w9+wm+w” +w12+w]4+w15)
1
g(w +1+w?+w’+wt+ w0’ +1+w) =
Puis,
coszgcosé%n+cosz7ﬂcos67ﬂ+cos67ncos47n:%((w—i—wG) (w? + ) + (w+ w®) (w? + w!) + (0 + 0?) (w? + w?))
1 -2 1
Z(zw—i—Zw +2w3 4+ 2w* + 2w° +2w) - =3
Enfin,
I et ettt
COS Z —+ cos 7 + cos 7 —2(w+w +w +tw +w +w )— 5

Done, Q = % — (—%) Y+ (—%) Y2 Y3 = % (—8Y3 —4Y? +4Y + 1) puis,
P= 6]4(—8(—2X2+1)3—4(—2X2+1)2+ (~2X24+1) +1) = = " (64x6 — 112¢* 1 56X2 7).

k7t
Une équation du 6éme degré dont les solutions sont les sin —

k€ {=3,-2,-1,1,2,3} est 64x° —112x* + 562 7 = 0.
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Maintenant, si 1 = P (p entier relatif non nul, q entier naturel non nul, p et g premiers entre eux) est une racine

rationnelle de cette équation, alors p divise —7 et q divise 64 et donc p est élément de {1,—1,7,—7} et q est élément de
{1,2,4,8,16,32,64}. Réciproquement, on vérifie qu’aucun des rationnels r obtenu n’est racine de P et donc les racines de

P sont irrationnelles.

Exercice n° 24

Si (x,y,z) est solution du systéme proposé noté (S), alors x, y et z sont deux a deux distincts. En effet, si par exemple
x =y alors 7 =y? +yz + 22 = x? +xz + z> = 13 ce qui est impossible. Donc,

Y -2 =7y —2)

(S)&e

22 —x3 =13(z—x)

X —y? =3(x—y)
En additionnant les trois équations, on obtient —10x + 4y + 6z = 0 ou encore —5x + 2y + 3z = 0. Donc,

y %(SX —3z)

—_—

2
(—(SX —32)) + %(SX —32)z+22 =7

N

2Z4zx+x2=13

2
x? + %(5x—3z)x—|— (%(5x—3z)> =3

y= %(5)(—37.)

ol xz=13-x2—7?

25x% —20(13 —x?> —z%) + 722 =28
39x%2 —36(13 —x?> —2%2) + 922 =12

y= %(5x—3z)

& ) 25x? —20xz + 7z° =28

22 +zx+x2 =13
39x2 —36xz + 922 =12

y= %(57(—32)

xz=13—x%2—22

5x2 4+ 322 =32

Soit (S’) le systéme formé des deux derniéres équations. On note que x = 0 ne fournit pas de solution et donc

1 2 +7
22 = = (32— 5x%) z=—3
(S/) <:> 3 ‘l 2 2 + ;()2 ]
Xz:13—x2——(32—5x2) X — 2(32 —5%2
3 9x2 N 3(3 )
N . . s . 2 2 2 2 . 4 2 . 2 34+15 N
La deuxiéme équation s’écrit (Zx + 7) = 3x (32 —5x ) puis 19x* — 68x~ + 49 = 0 puis x* = To D’ou les solu-
149
tions x = 1 oux = —1 ou x = 750U X = —{/55 Les quatre triplets solutions du systéme : (1,—2,3), (—1,2,—3),

7011 7 1
—)—)— t - )_ )_ .
(\/19 /1o \/19) ¢ ( VAT ARVAT; \/19)
Exercice n° 25

Posons P = X* —4X3 —36X2 + AX + .
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(A, 1) solution & 3(a,r) € C2/ les racines de P soient a, a + 7, a + 2r, a + 3r

01 =4
2 0y = —-36
& A(a,r) € C7/ 03 = A
04 = U
4a+o6r=4
2 a(3a+6r)+ (a+71)(2a+5r)+ (a+2r)(a+3r) = —-36
& J(a,r) € C7/ o3 = —A
04 = U
2a4+3r=2
6a? + 18ra + 11r? = —36
2
& J(a,r) € C7/ o3 = A
04 = U
a=1- ér
2 2
3 3
(:)H(G,YJE(CZ/ 6<1—zr) +18<1—zr>r+]1r2_—36
03 = —A
04 = U
—§r2 +42=0
3
& 3(a,r)eC?/{ a=1 - 3T
03 = —A
04 =1
21
D’ou la solution (les deux valeurs opposées de r fournissent évidemment la méme progression arithmétique) r = 2 5

/21 /21 121 121 /21
puis a =1—34/— puislesracines z1 =1—34/ —, z2 =1—4/—,z3 =1+ 4/ — et z4 =1+ 34/ —, obtenues pour
5 5 5 5 5
21 21 21 21 21 21 2944
W =2Z1Z2Z3Z4 = (] -3 €> (] — €> <] + €> <] +3 €> = (] —9x g) (] — g) = ?,

et

21 21 21 21 21 21 21 21
21 21 21
=2<1—€>+2(1—9X€> =2<2—10€> =—-80

Exercice n° 26
L’équation proposée admet deux solutions inverses 'une de 'autre si et seulement si il existe deux complexes a et b tels
que
Xt —21X+8=(X* + aX+ 1)(X* +bX +8) =X + (a + b)X? + (9 + ab)X* + (8a + b)X + 8 (x)
(x) ©b=—aetab=—%9et 8a+b=—-21S a=-3et b=3. Ainsi,

X4—21X+8:(X2—3X+1) (X2+3X+8): <X_3+2\/§> <X_3—2\/§> <X_—3+zi\/2_3> <X__3_zi\/2_3>-
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Exercice n° 27
Pour n € N, posons §;, = xT" +x3 +x3. On veut calculer S4.

Pour i € {1,2,3}, on a x} + 2x; — 1 = 0 et donc x{ + 2"12 —x¢ = 0. En additionnant ces trois égalités, on obtient
S4+2S, —S1 =0 et donc

Sg=-25,+S51=-2 ((X] + X2 +X3)2 —2(x1%x2 +x1X3 +X2X3)) + (%71 +x2 +x3)
=-2(01—203) + 01 =—2(-2x2)=8.

X7 +x3+x§ =8. I

Soit P un polynome & coefficients complexes de degré 4. On suppose P unitaire sans perte de généralité. On note z1, z2,
z3 et z4 les racines de P dans C.

Exercice n° 28

Si z1, z2, z3 et z4 forment un parallélogramme, notons a le centre de ce parallélogramme. Les racines de P s’écrivent alors
21, 22, 24 — 21, 2a —z3 et si Q = P(X + a) alors Q(—a+2z1) = Q(a—21) = Q(—a+z2) = Q(a — zz) = 0. Les racines
du polynéme Q sont deux & deux opposées, ce qui équivaut a dire que le polyndéme Q est bicarré ou encore de la forme
X* + oaX? + B ou enfin que

P=(X—a)*+aX—a)+p.
Mais alors a est racine de P’ =4(X — a)? + 2a(X — a) et de PG) = 24(X — a).

Réciproquement, si P’ et P(3) ont une racine commune a. P3) est de degré 1 et de coefficient dominant 24 et donc
P3) = 24(X —a) puis en intégrant P” = 12(X—a)? + A puis P/ = 4(X—a)? +A(X—a) + p. La condition a est racine de P’
fournit u =0 et donc P = (X — a)* + o(X — a)? + B. Donc, le polynéme Q = P(X + a) est bicarré et ses racines sont deux
& deux opposées et donc de la forme Z1 =a—2z1,Z; =zl —a,Zs=a—zy,Z4s=2zy—aetonabien Zy —Z3 =2Z4—2Z>.

Exercice n° 29
n—1

Soit P = [T (X~ wi) = X™ =1 (0w wy = e27/m)

k=0
n—I1
s 2 4w P(4) 4™ —1
1 1 = X=0 - = =241
)g< +2—wk) i P2 2n 1 *
- (2 —wi)
k=0
2)
n—1 n—1 ) ) ) ) ) )
(Wi — 2wy cosa+1) = (e'* —wy) (e —wy) =P(e')P(e ) = (e —1)(e ™ —1)
k=0 k=0
=2—em ¢ M2 = 2(] —cosna).

n—1

vn € N*, Va € R, H (wi—Zwkcosa—i-]) =2(1 — cosmna).

k=0
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