Planche n° 33. Le groupe symétrique : corrigé

Exercice n°1 :

(1 2 34
- 1

56 78 9 10 11 12
3 10 7 2 6 45 12 8 9 11 )
1) Les inversions de o sont :

1,4}, (1,5}, {2,3}, {2,4}, (2,5}, {2,6}, {2,7}, (2,8}, {2,10}, {2, 11}, {3,4}, {3,5},
3,6}, {3,7}, 3,8}, {6,7}, {6,8}, {9,10}, {9, 11}, {9,12}.

Au total, ily a 2+ 8+ 5+ 2+ 3 = 20 inversions. ¢ est donc une permutation paire (de signature 1).

2) T11,1200=(310712645118912).
Puis, T9.110T11,1200=(310712645981112).
PlliS7 T10,8 ©T9,11 ©0T11,1200 = (387] 264591011 ]2)
Puis, T315OT]ngOT9Y” OT]]»]ZOG:(357] 264891011 ]2)
Puis, T714OTgy5 OT]O’(gOTL;Y” oTngoG: (354]26789101] 12)
PlliS7 T5,207T7,407T850T10,8°T9110T17,1200 = (324]56789]0]] ]2)
PlliS7 T1,40T5207T7407T850T10,8°T9,110T11,1200 = (32 14567891011 ]2) = T1,3-
Par suite,

_ 1 —1 —1 111
0="T1712°T911°T10,8°Tg5°T740°T52°Ty 4°T1,3

=T11,12°7T9,11 ©T10,8 ©T8,50T7,40T520T1,40T] 3.

o est le produit de 8 transpositions et on retrouve le fait que o est une permutation paire.

3) 0(1) =1{1,3,4,7} = O(3) = O(4) = O(7), puis O(2) = {2,5,8,10} = O(5) = O(8) = O(10) puis O(6) = {6} et
0(9) =1{9,11,12} = 0O(11) = O(12). 0 a 4 orbites, deux de cardinal 4, une de cardinal 3 et un singleton (correspondant a
un point fixe).

. . 1 3 4 7 2 5 8 10
4) o est donc le produit commutatif des cycles ¢y = ( 37 1 4 ),Cz—( 2 5 )et
(9 11 12
=12 9 n )

On a c‘f = c‘z1 =1Id et Cg =1Id. Or, 2015 =4 x 1002 + 3. Donc,

2 11 12

7
3
et de méme c3°1° = ¢, = ( é 355 s 10 ) Puis, ¢3°7° = (03)67] i=c5' = ( 1M1 12 9

commutent,

). Puisque c1, ¢, et c3

o o 1234567 8 9 10 11 12
02019 = ¢§012e201%e3% = ey ey ey = (cicaes) T =0 ]—<4 5178631 11 2 12 9 >

Exercice n°2 :

(Sn,0) est engendré par les transpositions. Il suffit donc de montrer que pour 2 < i < j < m, la transposition T;; est
produit des 771k, 2 < k < n. Mais

N A T i IR R N A B T
A VAT AN T I A B A A

ce qu'il fallait démontrer.
Exercice n°3 :

Les éléments de A, sont les produits pairs de transpositions. Il suffit donc de vérifier qu’un produit de deux transpositions
est un produit de cycles de longueur 3.

Soient 1, j et k trois éléments deux & deux distincts de [1,n]. Ti o Ty j est le 3-cycle : 1 = j j — k k — 1, ce qui montre
qu’un 3-cycle est pair et que le produit de deux transpositions dont les supports ont en commun un singleton est un
3-cycle.
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Le cas Tij o Tq,; = Id = (231)(312) est immédiat. II reste & étudier le produit de deux transpositions & supports disjoints.
Soient 1, j, k et 1 quatre éléments de deux a deux distincts de [1,n].
Ti,5 0 Tk,1 = (jikl) o (ijlk) = (jilk) = (ljik) o (jkil).
Donc, Tij © Tk,1 est un bien un produit de 3-cycles ce qui achéve la démonstration.
Exercice n°4 :

D’aprés le n° 2, il suffit de montrer que pour 2 < i < n, 71 ; peut s’écrire en utilisant uniquement T =Ty 2etc=(23..n1).
On note que ¢™ = Id.

Tout d’abord, pour 1 < i< n—1, étudions 0 = cTotoc™ !, Soit k € [1,n].

Toe k) £ () & I (K) € (1,2 G ke fe T (1),e T 2)) e ke (e (1),¢ T (2)
sSkelii+1.

Dong, si k ¢ {i,1+ 1},

o(k) =c (k) (toc™ (k) = et (™ (K)) = ¢ (k) = K,

et la restriction de o a {1,...,n}\ {i,i + 1} est I'identité de cet ensemble. Comme o n’est pas I'identité (car sinon T =
c~HInHi=T — ¢ = Id ce qui est faux), o est donc nécessairement la transposition Ti i1 1.

On a montré que Vi € [T,n—1], ¢t"Totoc™ ! =1 141.
Vérifions maintenant que les T7; s’écrivent a l'aide des 7Tj ;4 1. D’aprés le n°2, 115 = T1,1 © T1,j © T1,i, et donc bien str,
plus généralement, T;; = Ti,i © Tk,j © Tk,i-
Par suite, 711 = T1,2072,1 ©T1,2 Puis, T2,{ =T2,307T3,{0T23, PUiS, T3{ =T3407T4i0T3 4 ... b Ti_2i = Ti—2i—10Ti—1,i ©
Ti—2,i—1. Finalement,

T1i=T1,20T230...0T{—2,i-10Ti—1,i ©T{i—2/i—1©...0T2 3 07T 2,
ce qui achéve la démonstration.

Exercice n°5 :

Soit (G, x) un groupe. Pour x élément de G, on considére f, : G — G . fyx est une application de G vers G et de
y = Xy
plus, clairement fy o f,—1 = f, 1 o fy = Idg. Donc, pour tout élément x de G, fy est une permutation de G.

Soit alors ¢ : (G,x) — (Sg,0) .D’aprés ce qui précéde, @ est une application. De plus, @ est de plus un morphisme
X — fy
de groupes. En effet, pour (x,x’,y) € G, on a :

e((xxNY) = fraxr (y) = xx'y = £ (fr(y)) = fx o fxr(y) = (@(x) 0 ©(x))(y),
et donc V(x,x’) € G2, @(xx') = @(x)op(x’).

Enfin, ¢ est injectif car, pour (x,x’) élément de G?2,

e(x)=p(x)=>WeG, xy=xy=xe=x'e=x=x/,
(e désignant I’élément neutre de G).

@ est ainsi un isomorphisme de groupes de (G, x) sur (f(G), o) qui est un sous groupe de (Sg, o). (G, x) est bien isomorphe
a un sous groupe de (Sg, o).

Exercice n°6 :
Montrons d’abord par récurrence sur 1 > 2 que la signature d’un cycle de longueur 1 est (—1)'7.

e Cest connu pour 1 = 2 (signature d’une transposition).

e Soit 1 > 2. Supposons que tout cycle de longueur 1 ait pour signature (—1)'~". Soit ¢ un cycle de longueur 1+ 1.
On note {x1,%2,...,x111} le support de ¢ et on suppose que, pour 1 <1< 1, ¢ (xi) =xi1 et que ¢ (x111) = x71.
Montrons alors que Ty, x,,, © ¢ est un cycle de longueur 1. Ty, x,,, o ¢ fixe déja x;47 puis, si 1 <1 <11,

TX] yX141 o C(Xi) = TX] yX141 (Xi+] ) = Xi+]

(car xi41 n’est ni X1, ni X141), et enfin Ty, x,,, 0 C(X1) = Tx; x4y (X141) = X1. Tx; x1 1 © € est donc bien un cycle

http ://www.maths-france.fr 2 © Jean-Louis Rouget, 2014. Tous droits réservés.



de longueur L. Par hypothése de récurrence, Ty, x, , , oC a pour signature (—1)'~" et donc, ¢ a pour signature (—1 y(H+1)=1,

Le résultat est démontré par récurrence.

Montrons maintenant que si o est une permutation quelconque de [1,n] ayant k orbites la signature de o est (—1)"k.
Si o est l'identité, o a n orbites et le résultat est clair.

Si 0 n’est pas 'identité, on décompose o en produit de cycles a supports disjoints.

Posons 0 = ¢1...cp ot p désigne le nombre d’orbites de o non réduites & un singleton et donc k—p est le nombre de points
fixes de 0. Si 1; est la longueur de ¢y, on a donc n =1y +... + 1, + (k —p) ou encore n —k = l; +... + 1, —p. Mais alors,

p P

e(0) = [ Jelcs) = J(=DU " = (—1)hrtotlomp — (p)nk,

Exercice n° 7 :

1) a) Soient o et o’ deux éléments de Sy. Soit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne i, colonne j de Py x Py vaut

n
Z 81,0(k)Ok,07(j) = Oi,0(0(j)) (obtenu quand k = o’(j)),
k=1

et est donc aussi le coefficient ligne 1, colonne j de la matrice Pyso/. Par suite,

V(Ga OJ) S (Sn)Z) PO‘ X Pcr’ = Pcrocr’~

b) Soit 0 € Si. D’aprés a), Po X Py—1 = Pyog—1 = Pra = In = Pg—1 X Pg. On en déduit que toute matrice P est inversible,
d’inverse P,—1 € G. Par suite, G C GL,(R) (et clairement, G # @).

Soit alors (0, 0') € (Sn)?.

P X (Pg/) ' =PgPy/1 =Pyt € G.
On a montré que G est un sous-groupe de (GL,, (R), x).

Soit @ : Sn, — G .D’aprésa), @ est un morphisme de groupes. @ est clairement surjectif. Il reste a vérifier que @
o +— Ps
est injectif.

Soit (o,0’) € S2.

9(0) = 9(0") = Ps = Por = Y(1,j) € [1,n]?, 8i,6(j) = di,0()
=>Vie [,n], 8i61) =8i,0r1) = Vie [I,n], o(i) =0'(i)
:>G:G.

Donc @ est injectif.

Finalement @ est un isomorphisme du groupe (Sy, o) sur le groupe (G, x) et on a montré que (G, x) est un sous-groupe
de (GL, (R ) x ), isomorphe & (S, o).

2) Soit (i,j) € [1,n]?. Le coefficient ligne i, colonne j de AP, vaut :

Z ai,kdk,6(j) = Qi,o(j) (obtenu quand k = o(j)).

Ainsi, I’élément ligne i, colonne j, de AP, est 1’élément ligne i, colonne o(j), de A, ou encore, si j est un élément donné
de [[1,n], la j-éme colonne de AP est la o(j)-éme colonne de A. Ainsi, si on note Cy,...,Cy, les colonnes de A (et donc
A = (Cy,..,Cp)), alors AP, = (CU(”,...,CU(M). En clair, multiplier A par P, a droite a pour effet d’appliquer la
permutation o aux colonnes de A (puisque Py est inversible, on retrouve le fait que permuter les colonnes de A ne modifie
pas le rang de A).

De méme, le coefficient ligne i, colonne j, de P5A vaut

n
D 8io(k)ak; = Z Bo—1(1),k Ak, = Qo1 (i),

k=1

(on a utilisé o(k) =1 & k = 0~ '(i)) et multiplier A par P, & gauche a pour effet d’appliquer la permutation o' aux

lignes de A.
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Exercice n° 8 :

G ={A1,...,Ap} est déja une partie non vide de GL,(R), stable pour x. Il reste & vérifier que G est stable pour le passage
a l'inverse.

Soient i € [1,n], puis @i : G — G . Puisque G est stable pour le produit, @; est une application de G dans G.
A — AjA

Montrons que @; est injective. Soit (A, B) € G2.

@A) =¢i(B) 5> AA=AB=A'A\A=A'A{B=A=B.

Donc, @i est une application injective de ’ensemble fini G dans lui-méme. On sait alors que @; est une permutation de

G.

Par @i, A; a un antécédent A dans G. L'égalité AjA = A; fournit A 'A;A = A7 'A; puis A =1 € G. Ainsi, G contient
la matrice 1. Ensuite, I a un antécédent par @; dans G. Donc, il existe B € G telle que A;B = I. Mais alors Af =B eG.
G est bien stable pour le passage & 'inverse et est donc un sous-groupe de (GL,, (R), x).

Exercice n°9 :

Pour (x1,...,xn) € E, on pose @((X1,...,Xn)) = X1 + ...+ Xn. @ est une forme linéaire non nulle sur E et H est le noyau de
@. H est donc bien un hyperplan de E.

Il est clair que, pour (0,0') € S2, fg 0 for = fooo-

(Z(E),+,.) est un espace vectoriel et donc p est bien un endomorphisme de E.

2
pZ = % <Z fcr) = Z foofer = Z Tooor.
(

oESn 0,0')€(Sn)? (0,67)€(Sn)?

(Sn,©) est un groupe fini. Par suite, l'application S, — S, , injective (méme démarche que dans le n°8), est une
o — ooo’

permutation de S,. On en déduit que, pour ¢’ donnée, Z fooo’ = Z fo. Ainsi,
0ESH oESH

1 1 1
2
P =3 Z <Z fooa/> =—3 Z n!pzﬁxn!.n!p:p.
n! n! n!
0’€Sn \0ES, 0’'ESn
p est donc une projection. Déterminons alors I'image et le noyau de p. Soit i € [1,n].
1 1
plei) = ] Z folei) = } Z €o(i)-
oESH OESH
Maintenant, il y a autant de permutations o telles que o(i) = 1, que de permutations o telles que o(i) = 2,... ou de

permutations o telles que o(i) = n, a savoir o (n—1)!. Donc,
n
el Cinl e T
16[[ )nﬂ) p(ei)—mizek—azek-

.I n
Posons u = — Z ex. D’aprés ce qui précéde,
[
Imp = Vect(p(er),...,p(en)) = Vect(u).

Ensuite, si x =xje7 + ... + xnen est un élément de E,

P(X)ZO(:)ZXkP(ek)ZO(:) (Zxk>u:O®Zxk:0(:>er.

k=1 k=1 k=1

Ainsi, p est la projection sur Vect(u) parallélement a H.
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