Planche n° 34. Déterminants : corrigé

Exercice n°1 :
—2x x+b x+c

Soit (a,b,c) € R3. Notons A le déterminant de I’énoncé. Pour x réel, on pose D(x) = | b+x —2b b+c | (de sorte
c+x c¢c+b —2c

que A =D(a)). D est un polynome de degré inférieur ou égal a 2. Le coefficient de x? vaut

—(—2c)+(b+c)+ (b+c)—(—2b)=4(b+c).

Puis,

2b 0 —b—+c
D(-b)=| 0 —2b b+4c |=2b@bc—(b+c)?) +2blc—b)?>=0,
c—b c+b —2c

et par symeétrie des roles D(—c) = 0. De ce qui préceéde, on déduit que si b # ¢, D(x) =4(b +¢)(x + b)(x + ¢) (méme si
b+ ¢ =0 car alors D est un polynéme de degré inférieur ou égal & 1 admettant au moins deux racines distinctes et est
donc le polynome nul).

Ainsi, si b # ¢ (ou par symétrie des roles, si a Zboua #c,ona: A =4(b+c)(a+b)(a+c). Un seul cas n’est pas
encore étudié a savoir le cas ot a = b = c. Dans ce cas,

—2a 2a 2a -1 1 1
D(a)=| 2a —2a 2a [=8a| 1 —1 1 |=32a®=4(a+a)la+a)la+a),
2a 2a —2a 1 1T -1

ce qui démontre l'identité proposée dans tous les cas (on pouvait aussi conclure en constatant que, pour a et b fixés,
la fonction A est une fonction continue de ¢ et on obtient la valeur de A pour ¢ = b en faisant tendre ¢ vers b dans
lexpression de A déja connue pour ¢ # b).

Exercice n°2 :

X

b
Soit P = )C( . P est un polynoéme unitaire de degré 4.

oo X
X o oo

a
b
c a
En remplagant Cq par Cy + C; + C3 + C4 et par linéarité par rapport & la premiére colonne, on voit que P est divisible
par (X+ a+ b+ c). Mais aussi, en remplagant C; par C; —C2 —C3+C40u C; —C2+C3—C4 ou C; +C2 — C3 — Cy,
on voit que P est divisible par (X—a—b+c)ou (X—a+b—c)ou (X+a—b—c).

Si les quatre nombres —a—b—c, —a+b+c, a—b+cet a+b—c sont deux & deux distincts, P est unitaire de degré
4 et divisible par les quatre facteurs de degré 1 précédents, ceux-ci étant deux & deux premiers entre eux. Dans ce cas,
P=X+a+b+c)X+a+b—c)X+a—b+c)(X—a+b+c).

Notons alors que —a—b—c=a+b—c&S b=—aetque —a+b+c=a—b+c & a=D>b. Par symétrie des roles, deux
des quatre nombres —a—b —c, —a+b+c,a—b+cet a+b—c sont égaux si et seulement si deux des trois nombres
a, b ou ¢ sont égaux en valeur absolue ce qui n’est pas le cas.

Exercice n°3 :

0 1 2 ... n—1
1 0 1 n—2
1) Pour n > 2, posons A, = 2 1 0o . : . Tout d’abord, on fait apparaitre beaucoup de 1.
: . 1
n—1 n-2 ... 1 0
-1 -1 -1 n-—1
1T -1 n—2

An =det(C1 —C2,C2 = C3y.0, G =Gy Cr) = | 1 1 1

Puis, on fait apparaitre un déterminant triangulaire en constatant que det(Ly,La,...,1,) = det(Ly,L; + Ly, ....,Lh—1 +
Ly,Lh + L), ce qui fournit :
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-1 -1 -1 n-—1
0 —2 x X
An=| 0 0 =(1—-n)(-2)~2
L2 X
0 0 0 n-—1
cos aj sin ag
cos az sin az
2) V(i,j) € [1,n]?, sin(a; + aj) = sin a; cos a; + cos a; sin a; et donc si on pose C = et S=
COS an, sin an
Vj € [1,n], Cj = cosa;S +sina;C.
En particulier, Vect(Cy,...,Cry) C Vect(C,S) et le rang de la matrice proposée est inférieur ou égal & 2. Donc,
vn > 3, det (sin (a; + a]-))]gi,jgn =0.

Sin =2, det(sin(a; + ai”]gi <2 = sin (2a7) sin (2a3) — sin? (a1 + az).

3) L’exercice n’a de sens que si le format n est pair. Posons n = 2p o p est un entier naturel non nul.

a O
0 . 0 0
A, = 0 a b
0 b a
0 0 0
b0
10
0
—(a+bp| " ©
0
0
1
1
0
—(a+bp| " °
0 0

et An = (a+b)P(a—b)P = (a? —b?)P.

o)

o o

o

4) On retranche a la premiére colonne la somme de toutes les autres et on obtient

5) Pour 1 < i< p,
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1
1

0

1 —(n—-2)
0 0
1 0
0 1 0
2

| 1
1T 0 ... 0
1 0
0 1
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=—(n—-2).

a+b 0 0 b
0 0 0 0
0 a+b b 0 (pour 1 <j<p, G Cj+Capy1-5)
0 b+a a O
0 0 0o .0
b+a 0 0 a
0 b
0
(par linéarité par rapport aux colonnes Cy, Ca,..., Cp)
o
0 a
0 b
0
0 .
(pour p+1<i<2p, Li Ly — Lopg1-4).
0
0
0 a-—b»



. e 0 e 1 el P P
Lit1 —Li=(Cryi —Cryionr Crsi — Gy -0 Ch i — G

) =(0,C i1, Chiity - CPLL 1)

n+i—1
On remplace alors dans cet ordre L, par L, —L,_7 puis L,_7 par L,_7 —L,_; puis ... puis L, par L, — L; pour obtenir,
avec des notations évidentes

1 X
det (Ap) = ‘ 0 Ay =det(Ap_1).
Par suite, det(Ap) = det(Ap_1) = ... = det(Az) = 1.
6) En développant suivant la derniére ligne, on obtient :
n—2
Dn = (an 1 = X)X+ ) (1) agAy,
k=0
X 1 0
0 1
N | 0 0 =X o 11kyk
ou Ax = 0 0 T 0 = (—1)*X* et donc
—X 0
0 0 0o —X 1

n—1
Dp = (—1)" <xn -y aka> :
k=0
Exercice n°4 :

Si deux des b; sont égaux, det(A) est nul car deux de ses colonnes sont égales. On suppose dorénavant que les b; sont
deux & deux distincts.

Soient Aq,..., A, 1 nombres complexes tels que A, # 0.
] n
det(A) = Kclet Ciy oy cn_hjz])\j C; | = det(B),

Aj
X+bj.

n
ot la derniére colonne de B est de la forme (R (ai))Kién avec R = Z
j=1

X—a1)...(X—an_1)

(X+b1)....X+by)
sont simples et la partie entiére de R est nulle. La décomposition en éléments simples de R a bien la forme espérée.

On prend R = . R ainsi définie est irréductible (car V(i,j) € {1,...,n}%, ai # —bj). Les poles de R

Pour ce choix de R, puisque R(a;) = ... = R(an_1) =0, on obtient en développant suivant la derniére colonne

1
An = ?\_R(an)An—h

n
avec
. (_bn - a])---(_bn - an—]) (Cl] +bn)---(an—1 +bn)
A= lim (z+4+by)R(z) = = .
" Z_’_b“( n) ( ) (_bn+b1)~-~(_bn+bn71) (bn_b1)~-~(bn_bn71)
Donc

(an—ar)..(an —an—1) (bn —b1) .. (b —bn 1)
(an +b1)(an +b2)...(an + bn)..(az +by) (a; +by)

En réitérant et compte tenu de A; =1, on obtient

H (a5 —ai) H (bj —byi)

Vn =2, A, = An_1.

A L Iisisn I<i<j<n _ Van(aj,...,an) x Van (b, ..., by)
n — — .
I[I (ai+by) [T (ai+b)
1<i,jsn 1<i,j<n

Dans le cas particulier ou Vi € [1,n], a; = by =1, en notant Hy, le déterminant (de HILBERT) a calculer :
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~ Van(1,2,...,n)?

1 G+

1<i,j<n

n

Mais

3

et d’autre part,

n—1 n n—1 1 n
Van(1,2,.,n)= [][ (-1 = [16-v :H(“—l)'*gnk'
1<i<isn i=1 j=i+1 i=1 k=1

2n
ni2 H k!
k=1

Donc, Vn > 1, H,, =

Exercice n°5 :
On procéde par récurrence sur n > 1.

e Pour n =1, c’est clair.

e Soit n > 1. Supposons que tout déterminant A, de format n et du type de I’énoncé soit un entier divisible par 2"~'.
Soit Ap41 un déterminant de format n+ 1, du type de ’énoncé.

Si tous les coefficients a;j de An1 sont égaux a 1, puisque n+1 > 2, A, 1 a deux colonnes égales et est donc nul.
Dans ce cas, A, 1 est bien divisible par 2™.

Sinon, on va changer petit & petit tous les —1 en 1.

Soit (i,j) un couple d’indices tel que ai; = —1 et A] ,; le déterminant dont tous les coefficients sont égaux a ceux
de A, 11 sauf le coefficient ligne 1 et colonne j qui est égal a 1.

Ani1 — AT/H_] = det(Cq,..., Cjy ey Cn) —det(Cy,...y Cj/, ey Cpn) = det(Cq, ..., G — Cj/, vy Cn )y

ou C; — Cj' = | —2 | (=2 en ligne i). En développant ce dernier déterminant suivant sa j-éme colonne, on obtient :

Ani1 — A‘r/1+] = —2Aq,

ou Ap est un déterminant de format n et du type de I’énoncé. Par hypothése de récurrence, A,, est divisible
par 2™ 1 et donc Ay 1 — AL 41 est divisible par 2™. Ainsi, en changeant les —1 en 1 les uns aprés les autres, on obtient

T .01
Ani1 =] ¢ . |, (mod 2™). Ce dernier déterminant étant nul, A1 est un entier divisible par 2™.
1T .01

Le résultat est démontré par récurrence.
Exercice n°6 :
det(M) = Van(1, 2,...,n) # 0 et le systéme est de CRAMER. Posons A = detM. Les formules de CRAMER fournissent alors

A
pour k € [1,n], xx = Kk ou
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1 ... k—1 k+1 n

1 (k—1)2 (k+1)? n?
Ax = Van(l,...k— 1,0,k +1,...,n) = (—=1)k*+!

1 k-1 (k410! nn!

(en développant par rapport a la k-éme colonne). Par linéarité par rapport a chaque colonne, on a

A= (D" x 2. x (k=1) x (k+1)... xn x Van(1,2,...k—1,k+1,...,n)

_ (_])kﬂl! y Van(1,2,...,1) (1) n! A
kK (k=(k=1)).k=1D((k+1)=Kk).....(n — k) kl(n —k)!
Donc, Vk € [1,n], xi = (—1)k*! (E)
Exercice n° 7 :
En remplacant les colonnes Cq,..., C, par respectivement C; +1Cpny1,..., C +1C2p, on obtient :
_ A+iB B
detC = det ( B4iA A >
puis en remplagant les lignes L;,41,..., Lo de la nouvelle matrice par respectivement L1 —iLq,..., Loy —1ily,, on obtient :
A +1iB B

det(C) = det ( 0 A_iB

) = det(A + iB)det(A — iB) = |det(A + iB)[* € R™.

Exercice n° 8 :

lére solution.

det(B) — Z 8(6)(-1)]Jro-“)+2+G(2)+'"+n+6(n)Clg(])‘]ag(z)‘z...ac(n)‘n
oeSn

= Y €(0)(1),100(2),2-Qo(n),n (ar T+ 0(1) +2+40(2) + ...+ n+0(n) =2(1+ 2+ ...+ 1) € 2N)
oeSn

= detA.

2éme solution. On multiplie par —1 les lignes 2, 4, 6... puis les colonnes 2, 4, 6...0n obtient detB = (—1)?PdetA = detA
(ot p est le nombre de lignes ou de colonnes portant un numéro pair).

Exercice n°9 :

On suppose n > 2. La matrice nulle est solution du probléme.
Soit A un élément de My, (C) tel que VB € M, (C), det(A+B) = detA+detB. En particulier, 2det(A) = det(2A) = 2™detA
puis detA = 0 car n > 2. Donc, A ¢ GL,,(C).

Si A # 0, il existe une certaine colonne Cj qui n’est pas nulle. Puisque la colonne —Cj n’est pas nulle, on peut complé-
ter la famille libre (—C;j) en une base (Cy,...,—Cj,...,C;;) de My 1(C). La matrice B dont les colonnes sont justement
C1’,...,—C;j,...,C}, est alors inversible de sorte que detA + detB = detB # 0. Mais, A + B a une colonne nulle et donc
det(A + B) = 0 # detA + detB.

Ainsi, seule la matrice nulle peut donc étre solution du probléme. Réciproquement A = 0 est solution.

Exercice n°10 :
Le coefficient ligne k, colonne 1 de P? vaut :

n

n
(xkl_zwk1u1 Zwk+12 Z ktl-2yu

u=1 u=1

Or, w2 =1 k+1-2€enZ Mais, 0 < k+1-2<2n—2<2metdonc, k+1l—-2enZ s k+1-2c{0,nl &
k—l—lzZouk—I—l-n—l—Z.Daunscecas,oc1<,1—T1.Sir10r17
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1— (wkrt=2)" 11

Xk, 1 = 1 wktt2 7 _oktt2 0.
10 .
0 0 1
Ainsi, P2 =n 0 1 0
o1 0 ... 0

Le coefficient ligne k, colonne 1 de PP vaut :

n
= 3wl N 3

u—1
Or, wk¥ '=1& k—1lenZ Mais, n<—(n—-1)<k—-1l<n—-1T<netdonck—1lenZ & k =1. Dans ce cas, By,1 =n.

_ 1_
Sinon, Bx,1 = 0. Ainsi, PP = nl,, (ce qui montre que P € GL,,(C) et P! = EP)

Calculons enfin PA. Il faut d’abord écrire proprement les coefficients de A. Le coefficient ligne k, colonne 1 de A peut
s’écrire a;_y+1 si I’on adopte la convention commode an 11 = a1, an2 = az et plus généralement pour tout entier relatif
K, Gnik = ax.

Avec cette convention d’écriture, le coefficient ligne k, colonne 1 de PA vaut

n 1
Z w(k—])(u—])al_u_H — Z w(k—])(l—v)av

u=1 v=l-n+1

Puis on réordonne cette somme pour qu’elle commence par a;.

1 1 0
Z w(k—])(l—v)av _ Z w(k—])(l.—v)av + Z w k—])(l—v)av
v=l-n+1 v=1 v=l-n+1
1 n
= Z wkD=vig 4 Z wk=D=winlg . (en posant w = v +n)
v=1 w=1+1
1
— Z w(k—l)(l—v)a + Z w k 1)(l—w)aw
v=1 w=1+1

Il
M-

w(k 1) (1— v)avzw(kfﬂ(lfﬂzw(k (1 v)av

Il
<
Il

v

(le point clé du calcul précédent est que les suites ay et wy ont méme période n ce qui s’est traduit par w (k=1 (l=wm)

AQw4n =

n
Posons alors Sy = Z w* DUV q  bour k élément de [1,n]. On a montré que PA = (w(k*”(lq)sk)]gk,lgn.

v=1

det(PA) = det (w* N-Ds ) H Sidet (w!*" ))Kk - (H sk> detP.
n

n
Donc detP detA = (H Sk> detP. Finalement, puisque detP # 0,

k=1
n n
detA = T(3 w® Vg, ).

k=1 v=1
Par exemple, pour n = 3, detA = (a7 + a2 + a3)(ar +jaz +j%asz)(a; +j%az +jaz).
Exercice n°11 :

On a toujours A x ‘comA = (detA)l,, et donc

(detA)(det(comA)) = (detA)(det(*comA)) = det((detA)l,) = (detA)™.
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Si detA # 0, on obtient det(comA) = (detA)™'.
Si detA = 0, alors AtcomA = 0 et comA n’est pas inversible car sinon, A = 0 puis comA = 0 ce qui est absurde.
Donc, det(comA) = 0. Ainsi, dans tous les cas,

det(comA) = (detA)™ .
Si rgA = n, alors comA € GL,(K) (car det(comA) # 0) et rg(comA) = n.

Si rgA < n— 2, soit A’ une matrice de format n — 1 extraite de A c’est-a-dire obtenue en supprimant dans A une ligne
et une colonne. Alors rg(A’) < rg(A) < n—2 < n—1. Puisque A’ est de format n — 1, A’ n’est pas inversible et donc
det(A’) = 0. Ainsi, tous les coefficients de la matrice com(A) sont nuls et donc comA = 0. Dans ce cas, rg(comA) = 0.

SirgA =n—1, il existe n—1 colonnes de A constituant une famille libre. Soit A’ la matrice de format (n,n—1) constituée
de ces colonnes. On a rg(A’) =n — 1. Dong, il existe n — 1 lignes de A’ constituant une famille libre. Soit A” la matrice
de format (n — 1,1 — 1) constituée de ces lignes. On a rg(A”) =n — 1. Donc A" est une matrice carrée inversible. On en
déduit que det(A”) # 0. Mais det(A”) est, au signe prés 'un des coefficients de la matrice com(A). Donc, com(A) # 0.
Par suite, rg(comA) > 1. D’autre part,

A x'(comA) =0= comA x ‘A =0=Im (tA) C Ker(comA) = dim(Ker(comA)) > rg(*A) =rgA =n — 1
= n—rg(comA) >n—1
= rg(comA) < 1,
et finalement si rgA =n — 1, rg(comA) = 1.

Exercice n°12 :

detA = Z £(0)ag(1),105(2),2++-0g(n),n et donc la fonction x — det(A(x)) est dérivable sur R en tant que combinaison

oESH
linéaire de produits de fonctions dérivables sur R. De plus, en notant Cq, ..., Cy, les colonnes de A,
! n
(detA)’ = < Z 8(0‘)(16(1),1 ag(z)‘z...ao(n)‘n> = Z 5(6) Z Clg(])‘]...aé(k),k...ag(n),n
oESN oCSn k=1
n n
= Z £(G)Clg(])‘] Qg(k), k- Ao(n)mn = Z det(Cyq, ..., Cl/o vy Cn)
k=10€Sn k=1
Applications.
x4+ 1 1 1
1 x+1
1) Soit An(x) = : : . An est un polynoéme dont la dérivée est d’aprés ce qui précéde,
: . . 1
1 cee e 1T x+1
n
Al = Z Ox ol &k est le déterminant déduit de A, en remplacant sa k-éme colonne par le k-éme vecteur de la base
k=1

canonique de .#y,1(K). En développant 8y par rapport a sa k-éme colonne, on obtient dx = An_1 et donc A}, =nA,_;.

OnadéaAy =X+1Tpuis Ay =(X+1)2—1=X2+2X ...
Montrons par récurrence que pour n > 1, A, = X™ +nX"~ 1.

C’est vrai pour n = 1 puis, si pour n > 1, A, = X™ +nX" ! alors Al =Mm+1DX*+n+ 1)nX" 1 et, par
intégration, Anp1 = X1 4+ (n+1)X™ +A,41(0). Mais, puisquen > 1, onan+1>2et A, 1(0) est un déterminant
ayant au moins deux colonnes identiques. Par suite, A4 1(0) = 0 ce qui montre que A1 = X! + (n 4+ 1)X™.

Le résultat est démontré par récurrence.

X+ ap X X
X X+ az
2) Soit An (x) = : : . Ay =det(aje; +xC, ..., anen +xC) ol ek est le k-éme vecteur de
: X
X .. ... X X+ an

la base canonique de My 1(K) et C est la colonne dont toutes les composantes sont égales a 1. Par linéarité par rapport a
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chaque colonne, A,, est somme de 2™ déterminants mais dés que C apparait deux fois, le déterminant correspondant est
nul. Donc, A,, = det(ajey,...,anen) +det(ajer,...,xC, ..., anen ). Ceci montre que A, est un polynéme de degré inférieur
ou égal a 1.

n
La formule de TAYLOR fournit alors : An = An(0) + XA/, (0). Immédiatement, An (0) = H ax = Op puis
k=1

n

AL(0) = i det(ajeq,...,C,...,anen) = Z H ai = on_1.
k=1

k=11i#£k
Donc, A, = 0y + X0 1.
Exercice n°13 :

1) Pour le deuxiéme déterminant, on retranche la premiére colonne a chacune des autres et on obtient un déterminant
triangulaire inférieur dont la valeur est (—1)™~'. Pour le premier, on ajoute & la premiére colonne la somme de toutes
les autres, puis on met (n — 1) en facteurs de la premiére colonne et on tombe sur le deuxiéme déterminant. Le premier
déterminant vaut donc (—1)™~'(n —1).

2) Pour (i,j) élément de [1,n]?, (i+j—1)> =j?>+2(i—1)j + (i—1)%. Donc,
vj € [1,n], C; =i*(Mi<icn + 21— Dicicn + (i — 1P 1<ign-

Les colonnes de la matrice sont donc éléments de Vect ((1)1@@1, (i—Tigign, ((i— 1)2)]<i<n) qui est de dimension
inférieure ou égale a 3 et la matrice proposée est de rang inférieur ou égal a 3. Donc, si n > 4, A,;, = 0. Il reste ensuite

1 4 9
a calculer A7 = 1 puis Ay = 14 =—7puis A3 = |4 9 16 | = (225 —256) —4(100 — 144) + 9(64 — 81) =
4 9
92 16 25
—31+176 — 153 = -8.
3)
1 b b
1 «a :
Ay =det(Cqy ..y Cr) =det(Cq + ... + C1, Coy ooty Cr) = (a+ (n—1)b) T
T o
1 b ... b «a
par linéarité par rapport & la premiére colonne. Puis, aux lignes numéros 2,..., n, on retranche la premiére ligne pour
obtenir :
1 b b
a—b 0 0
An=(a+Mm—-1b)|: 0 . - : = (a4 (n—"1b)(a—b)" "
0
0 0 0 a-—bD)
4) Par n linéarité, Dy, est somme de 2™ déterminants. Mais dans cette somme, un déterminant est nul dés qu’il contient
b
b
au moins deux colonnes de x. Ainsi, en posant A,, = det(Cq + xC,...,C,, + xC) ou Cy = ax | et C=(1)1gign, On
b
b

obtient :

Ay = det(Cry..y Cn) + D det (Ciyueey Ci1,XCy Ciy 14y Ci)
k=1
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n

ce qui montre que A,, est un polynéme de degré inférieur ou égal & 1. Posons Ay, = AX+ B et P = H(ak —X). Quand

k=1
x = —b ou x = —c, le déterminant proposé est triangulaire et se calcule donc immédiatement. Donc :

. B B . . —bA +B =P(b) _ P(c)—P(b)
ler cas. Si b #c. Ap(—b) = P(b) et An(—c) = P(c) fournit le systéme { —cA+B=Plc) et donc A = ——
et B= M Ainsi, si b # c,

c—Db
_ P(c)—P(b)_  cP(b)—bP(c) . T
A = P X + P ouP_g(ak X).

2éme cas. Si b = ¢, 'expression obtenue en fixant x et b est clairement une fonction continue de ¢ car polynomiale en c.
On obtient donc la valeur de A, quand b = ¢ en faisant tendre ¢ vers b dans I’expression déja connue de A, pour b # c.

P(c) —P(b
Maintenant, quand b tend vers c, —% tend vers —P’(b) et
cP(b) —bP(c)  c(P(b) —P(c)) + (c —b)P(c)
c—b N c—b ’
tend vers —bP’(b) + P(b). Sib =c¢,
n
A =—xP'(b) + P(b) = bP’(b) ou P = [ [ (ar — X).
k=1
210
5) Ay =3etAz3=|1 2 1 |=2x3—2=4.Puis, pour n >4, on obtient en développant suivant la premiére colonne :
o1 2
An =200 1 — An 2.
Dou, pour m > 4, A, — A1 = An1 — An_2 et la suite (A, —An_1)n>3 est constante. Par suite, pour n > 3,
An —An1 = A3 — Ay = 1 et donc la suite (An)n22 est arithmétique de raison 1. On en déduit que, pour n > 2,

A=A+ (n—2) x1=n+41 (on pouvait aussi résoudre I’équation caractéristique de la récurrence double).

n>2, An=n+1.
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