Planche n° 5. Le bindme de NEWTON : corrigé

Exercice n° 1.

> /n > /n
1) Soit n € N. D’aprés la formule du binéme de NEWTON, = X1 x Ik = (141" =2m
sanenom EQ-£ )

)
2) Soit n un entier naturel non nul. Posons S; = Z <2TL> et S, = Z <2kT:_ ]). Alors
k=0 k=0
— = k(T _ no__
S1-8;=> (-1 (k) =(1=1)"=0(carn > 1),
k=0
et donc S1 =S,. Puis S1 + S, = Z (2) =2" et donc S; =S, =21,
k=0

mer -0 (-0

3) a) Posons j = e?¥"/3,

Ensuite, puisque j # 1,

1 ] 1€ = = — =
+j+ 7= =3 0
b) Soit n un entier naturel.
=/ =/ =o/n
_ _ k . 2k 2
Z(k)—“HJ“—Z“» Z@J (1) et Z(k>) — (14
k=0 k=0 k=0

En additionnant ces trois égalités, on obtient

n

3 (Du FR ) =2 (T4 (T +52)™
k=0
Maintenant,
-si k€3N, il existe p € N tel que k=3p et 14+j%+j2* =1+ (§j3)P +(j3)?P =3 carj> = 1.
-sike3N+1,ilexistep e Ntel que k=3p+1et 1+ +i2* =14+jG3)P +j2(G3)2P =14+j+j2 =0
-sik€3N+2 ilexiste p € Ntel que k=3p+2et 1+j%+j?*=1+52G3)P +j*(3)?? =1+j2+j=0
n n E(n/3) n
. .k 2k .
Finalement, Z (k) (T+3i~+j“)=3 Z <3k)' Par suite,
k=0 k=0
By 1
> (3k) =3 2"+ +)m+ T+ = 32+ 2Re((1+))™))
k=0

= (2" +2Re((—1)™) = 5 (2" + 2c0s )

)+
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Wl =

(2“ + 2cos %) .




4) Por 1<k <n,ona

ny n! B (n—T1)! o (n—1
k<k> "M MR =T = (k= T))! _k<k—1)'

2n
5) < ) est le coefficient de x™ dans le développement de (1 + x)?™. Mais d’autre part ,
n

(142%™ = (141 +x)" = <é (E)Xk> <i (“) k)

0
n n n n 2
Dans le développement de cette derniére expression, le coefficient de x™ vaut Z (k) ( ) ou encore Z (k) . Deux
=0 k=0

~

polyndmes sont égaux si et seulement si ils ont mémes coefficients et donc
2ny\ i n\?
n) k)’
k=0

n
6) a) lére solution. Pour x réel, posons P(x) = Z k(n) X<
k=1

(Z (2>xk> (T+x)) =n(14+x)"".

Pour tout x réel,

En particulier, pour x = 1, on obtient :

2éme solution. D’aprés 4),

ik@:in

k=1

et donc, pour x réel,

() o (5) |
n n n+ n+l
Zk_];:Z o n+1Z(n+]) : UH—U““—UZZ L

n+1 n+1 n+1
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k k+1 k

7) Pour 1 < k < n—p, (p - ) = (p TRt )— (p * ) (ce qui reste vrai pour k = 0 en tenant compte de ( P ) =0).
P p+1 p+1 p+1

Par suite,

n—p n—p

k k+1 k
Y ()= (5560
=\ P p+1 p+1

k=1

1
=1+ (n—l— > — 1 (somme télescopique)
p+1

[+

S \p+1)
Interprétation dans le triangle de PASCAL. Quand on descend dans le triangle de PASCAL, le long de la colonne p, du
coefficient <E) (ligne p) au coefficient (K) (ligne n), et que 'on additionne ces coefficients, on trouve(gﬂ) qui se trouve
une ligne plus bas et une colonne plus loin.

Exercice n° 2. La formule du bindme de NEWTON fournit

9

(a—b+20)7" =) <z) (@a—b)*2c)" *=(a—b)" +..+ <9

>(a —1)%(2c)® + ...+ (2¢)°.
k=0 6

Ensuite,

(a—b)® = Z (i) a¥(=b)*F=a®— ...+ (i) a*(=b)? — ..+ (—=b)°.

k=0
Le coefficient cherché est donc

N (6,3 9I%x8x7 6x5 3 -
(6)(4)2_ 322 2 X 2> =3x4x7x3x5x8=10080.

Exercice n° 3.
(a+b+c+d)?=a’+b?+c*+d?>+2(ab+ ac+ ad +bc+ bd+cd)

et

(a4+b+c)® =a®+b%+c®+3(a’b+ ab? + a’c + ac® + b%c 4 be?) + 6abe.

Exercice n° 4.

n
Soit n un entier naturel non nul. Le terme général du développement de (a+b)™ est uy = (k) akb™ k% 0 < k < n. Pour

0<k<n—1,ona:

n k+lpn—k—1
b
Uk+1 <k+1>a n—k

a
= = X —.
Uk <n) akpnk k+1 " b
k
Par suite,
uk+1>1(:)n_k><a>1(:>(n k) >(k+1)b(:)k<na_b
— X = —k)a .
Uk k+1 b a+b
.na—>b D . a : : .
ler cas. Si >n—1 (ce qui équivaut an < E), alors la suite (ux)ogkgn est strictement croissante et le plus grand

a
terme est le dernier : a™.

), alors la suite (ux)ogkgn est strictement décroissante et le plus

=N oy

2éme cas. Si TLbb < 0 (ce qui équivaut & n <
grand terme est Clle_‘_premier 1™

na—>b

+b

constante, suivant que

3éme cas. Si 0 < < n— 1. Dans ce cas, la suite est strictement croissante puis éventuellement momentanément

soit un entier ou non, puis strictement décroissante (on dit que la suite u est unimodale).
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na—b>b na—b>b

N, on pose ko = E
ato © pose o ( a+b
plus grand des termes est celui d’indice k, atteint une et une seule fois.

Si

) + 1, la suite u croit strictement jusqu’a ce rang puis décroit strictement. Le

na—>ob
a+b
Exercice n° 5.

Si € N, le plus grand des termes est atteint deux fois a I'indice kg — T et & 'indice ko.

Pour n > 3,

2 6
Sn(=24+3n-1+mnm-1n=-2)=05n?—-25=0
S n=>5.

(n) N <n> n (2) :5n<:>n+n(n—1) +n(n—1)(n—2) _5n

D’autre part, 1+04+0#5et 2+ 140 7# 10 et donc 1 et 2 ne sont pas solution de I’équation. L’équation proposée admet
une solution et une seule dans N* a savoir 5.

Exercice n° 6.

Soient n un entier naturel et 6 un réel.

; (11:) cos(k0) = Re (é (’;) eikf’) =Re (é (’;) (ei®)" 1“—k>
e® +

R (e 4 1)%) = Re (72 (972 1 e-0/2))")

(o (2)] )
() (2)
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