Correction du concours CNC 2010 Math 1 TSI proposée par Mr HAMANI Ahmed prof de spé TSI Mohammedia

EXERCICE |

_ o
L. Soit (2, yo) € R? fixé , on & fi (1) = yo 551 A = L0

1+ arg
2. - SiA=0, fo(z) =z, c’est I'’équation d’'une droite.
—SiA#£0
—auV(+o0), fr ~xet fr(r) —z — 0, donc y = x est une asymptote.
—auV(-o0), A=) ~ A\re~® — oo, donc (Oy) est une branche parabolique.
x
3. fl(z) =Xz —1)(xz — 3)e~" ,d’ou les tableaux de variations :
x —00 1 3 400 x —00 1 3 400
7 _ / _ _
six > o[ a@) 0 -0+ six <o Al 0 + 0
NG U N U (@) N U N
. " : 2\ 10
donc les points d'inflexion sont (1,1 + —), (3,3 + —-) .
€ (&
(SC - 1)2 / _ o L
4. (a) Posons g(z) = ¢ = (x—1)(3—=x)e * ,d’ou le tableau de variations :
ew
T —00 1 3 400
g'(x) - 0 4+ 0 =
1
400 —
e3
9(x) \ / N
0 0
d’ou le tracé de la courbe
)
&
/
1 3 r

. . . 1 N
(b) Pour X # 0, I'y admet une tangente horizontale ssi f; = 0 ssi g(z) = 1 d’'ou si n est le nombre de
points ou I'y admet une tangente horizontale , alors , n est le nombre de points sur lesquelles la droite
, 1 .
horizontale y = 3 rencontre le graphe de g qu’on vient de tracer.
. o 3
_5|)\§()3,n—0 —si)\:%,n:2

—si)\>e—,n=3 3
4 _Si0<)‘<Z'n:1

(c) Lelieu I est'ensemble des (z,y) vérifiants g(z) = 3 ety = fi(x), c’estla fonction définie sur R — {1}
2

1 .
5 de tracé :

ar .y = +7x
Py =2+ 1)
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10.0

5. On suppose que a # 1, I'y , apour équation y = f(a) + f3(a)(z — a)

Un point (z, y) estcommun atous les Ty , sSi (z,y) € Ty o, VA € Rsside % (1+a?—(a—1)*(z—a))+(z—y) =
a’+1 . _ a®+1 ., .
PEE et le point commun est donc : (a,a+m). Sia=1, fi(a) =1,YA€R

,donc les Ty ; sont paralléles .

0,VAeRssiz=y=a+

x —00 “+00
flo@) | +  +
6. - SiA=-2 400
f-a2(z) /!
—00
T —00 fofy) +00
f3(@) — 0
- SiA=3 —+00 400
f3(x) N /!
x —00 xr1 X2 x3 —+00
7(x) - + - + -10
-SiA=T7 400 400
fr(x) N / N /!
Y
fr

f_a//
fr—x

7. fi=1=Az—1)2e%orle® = a2 donc f, vérifie 'équation différentielle linéaire du premier ordre
X
(@2 + 1)y +(x—-1)2y=2%-2>+2+1.

2/6



La question 1 s'interpréte par le théoréme de Cauchy-Lipschitz : par un point (xg,yo) passe une et une
seule solution de I'équation .

EXERCICE Il

1. (a) C'estla somme d’'une suite géométrique de raison ¢ = x # 1.
(b) 1 n'estracine de P, donc , P, (x) = 0ssiz # 1eta? !l =1ssiz € {e'i1 | k=1,.. 2n}.

2. Pourz =1, P,(z) =2n+1 — 400, et la suite (x2"*1),, converge ssi |z| < 1, donc (P,(x)), converge
ssiz e [-1,1].

3. (@) Po(l)=2n+1,P,(-1) = %”1%“ =1,P,(1)= ik =n(2n+1)
k=1

Pi(-1)=> k(-DF1t= "+ Y =-2>"p+> (2p+1)=-n
p=1 p=0

k=1 paires  impaires

(b) Pourz £ 1, P (z) = %.

(c) Pourn #0, ¢l (z) =2n(2n+ 1)(z — 1)2®"»~! , d’ou les tableaux de variations :

T —00 0 1 +00
o () + 0 — 0 +
1 +00
—0 0
T —00 oy, 1 +00
P’ () - 0 + 0 +
+00 2n+1 +00
Pr(z) N /! /!
P, (ay)
(d) ¢, est strictement croissante sur [—1,0] continue , de plus , ¢,(—1) = —4n < 0 et ,(0) =1 >0
le TVI entraine I'existence de «,, unique qui annule ¢,. Le tableau de variations de P,, montre que
1_ 2n-+1
Bn
ﬂnJrl
1
1
5 (@) ¢n(a,)=0,donc a?” = ————— et puisque —1 < a,, < 0, on obtient L <o’ < !
' A ' " 1+2n —2nay, " ' 1+4n " 1+2n

1
ce qui donne ——— < |a,| < ——=——=, or les deux suites encadrantes tendent vers 1 , donc
q 21 +4n o] Y 2n

lon| = -, — 1, c.ad a,, — —1.
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(b)

(©)

(d)
(@)
(b)

on(ay) =0, donc P (a,) = 0.

1 1
De l'égalité o> = ———— et a,, — —1, on déduit que a?® ~ — , or — ne tend pas vers
g “n 1+2n—2na, @ que o, 4dn 4n P

1, donc 2n.in(—ay,) ~ —In(4n) = —In(4) — in(n) ~ —In(n) , or in(—a,) ~ —a, — 1 et par suite

In(n)
op + 1~ .

2n

ol (z) = 2n(2n+ 1)2®"~Y(z — 1) > 0 sur] — 1,0[ , donc ¢,, est croissante sur ] — 1,0, ceci nous invite

a montrer que : Vn € N*, o,11(a) > 0, 0r 9pi1(ay) = (2n + 2)a2"™3 — (2n + 3)a2n ™2 — 2na2n+ +
(2n+1)a2" = a2 (o, — 1)((2n +2)a? — a, — (2n+ 1)) = a2 (o, — 1)2((2n + 2)ay, + (2n+ 1)) , ce qui
revient a montrer que Vn € N*, (2n + 2)a, + (2n + 1) > 0 qu'on va le faire par récurrence .

— Pourn=1,0na¢p(a;)=0,donc2a} —3ai+1= (a1 —1)*(2a; +1) =0, ce qui donne oy = -
,donc,4a; +3=1>0
— Suposons que pour un certain n € N* , 2na,,—; + (2n — 1) > 0 et montrons que
(2n+2)a, + (2n+1) > 0.
Le graphe de P, est au dessous de celui de P,,_; , donc , P,(«,) < P,—1(an—1) , Or en dérivant
I'expression (1 — x)P,(z) = 1 — 2?1 on obtient — P, (x) + (1 — z) P (z) = —(2n + 1)z*" et par suite
n—1

2n+1

P, (o) = (2n + 1)a?™ et l'inégalité P, (a,,) < P,—1(an—1) se traduit par |a, |*" < ey, 1?2

, donc en utilisant I'hypothése de récurrence , on obtient les inégalités :
2 + 2 a2\ 2n -1 oy (2042 20 —1 (20 —1\?"?
——— || < lan—1*"7% < =
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2n
Cn—1)2n+2)\"2 2n+2)22n—1) (402 +2n—2\""""  8n® 4 12n% — 4 o
2n(2n + 1) (2n +1)3 O\ 4n2+2n 8n3 + 12n2 +6n + 1

2 2 N . . .
donc ni 1 lan| < 1c.ad (2n+ 2)a, + (2n+ 1) > 0 et la récurrence est établie.
n
1 1 1—a2ntt 1
Onay,(ay,)=0,donca?” = ——  ~ — etparsuite 5, = ——>— ~ —
o (0n) “n 2n+1-2na, 4n P A 1—a, 2

fu est continue sur R avec lim = 0, donc f, est bornée .
oo

La fonction (z,y) — f.(t) est symétrique par rapport a l'origine , donc on peut restreindre L'étude au

—x — /2% — 2y + Y2

demiplany > 0 et I'étude de f,, conduit au tableau de variations ot on a posé r; =

Yy
_ 2 _ 2
etry = TEVI Aty les zéros de f, :
Yy

t —00 o To +0o0

fr(t) — 0 + 0 —

g
0
1+ 27”2

fu(t) N\ / N

Y 0
1 —|— 2T1
Yy —2x

De plus r; <0, 7y > 0et|fu(r2)| — |fu(r1)| est de méme signe que celui de 2 + 2(ry + r2) =
Y

Donc, N(u) = 1 +y2 siy<2zetN(u)= 1 +y2
T1 T2

N(u)=1ssi((y—1)2=—-4(x—1)ety<2z)ou((y+1)?>=4(z+1) ety > 2x).
d’'ou la figure suivante qui comporte La sphére S, le cercle de centre O de rayon a et celui de centre
O et de rayon b des questions ultérieures.

siy > 2x , ce qui donne :

— §2(07 b)
By
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(c) Linégalité aN (x,y) < /22 + y? se traduit par aBy = B»(0,a) C By , o0 B, et By désignent respec-
tivement les boules unités associées au normes ||.||2 : (z,y) — V22 +y? et N : (z,y) — N(z,y) ,
le plus grand réel qui vérifit cette inclusion est a = d(O, S) .
Soit My = (z0, 40),(yo > 0) , le point unique d’intersection de la tangente a S et de la sphére de centre
O et de rayon a , I'équation de la sphére est : f(z,y) = (y+1)2—4(z+1) =0, donc O—MS est paralléle
au vecteur @f)(zo, yo) = (—4x0,2(yo + 1)) , ce qui donne M, est la solution unique du systéme :

—_—

{ det((()y];ﬁglr)‘éd(:f i((i‘;’ioig =0 qui est équivalent au systéme{ é(;(?f ;;21)22(253;10) , ceci revient
a résoudre I'équation y3 + 3y? + 7y — 3 = 0 qui admet la seule solution réelle y, ~ 0.36 , ce qui donne
zo ~ —0.53 et par suite a = /2 + y& ~ 0.64.

(d) Linégalité /22 + y2 < bN(x,y se traduit par l'inclusion By C bBy = B2(0,b) , le plus petit réel qui
vérifit cette inclusion est b, le demi diamétre de la sphére S.
Soit Ny = (z1, y1) le point d’abscisse positif , intersection de S avec la droite y = 2z, alors , N, vérifie le

. Y1 = 273 . V3 _ o V15
systeme{ (1 +1)2 = 4(21 +1) ce quidonne z; = 5 ety, = v3etparsuiteb = /27 + 17 = 5
EXERCICE Il
Partie-A
1. (a) In estconcave, latangente en 0 est d’équation y =z — 1, donc Vz > 0, In(z) < x — 1.
(b) — Pour u = n, I'inégalité est triviale .

—pourue 0,n[,z=1- %> 0,donc d’aprés (a) , In(1 — E) <-2 cad nin(1 — E) < —uesten

n n n

2.

n— . - 7 Lz z
composant par I'exponentielle on obtient I'inégalité demandée.

2
(a) La formule de Taylor-Lagrange entre 1 et = entraine I'existence de ctelque ¢* =1+ z + %ec , donc

e’ > 1+ .

(b) Vt €10,1], et > 1+¢,donc (1—t)et > 1—t2 >0, donc en levant a la puissace n , on obtient 'inégalité
demandée.

(c) vt € [0,1] , la fonction ¢t — (1 — )™ est convexe et la tangente en 0 est d’équation y = 1 — nt , donc
vt €1[0,1], (1 —t)® > 1 —nt, eten remplagant ¢ par t? , on obtient I'inégalité demandée.

2 2
(d) Pourt = 4 ,(c) entraine 1 — n(g) <(1- u—) et d'apres (b) (1 — u—) <(1- E)"e“ ce qui entraine
n n n

l'inégalité demandée.

(a) Pourtoutt >0,k =2t3(2 — t2)e~*" , d’'oll le tableau de variations :

t |o V2 +00
W) T 0 -
k 0
e
h(t) / \
0 0
4

ce qui montre que h est bornée et que V¢t > 0, |h(t)| < —.
e

(b) Notons cette suite u, , les questions (1.b) et (2.d) entrainent que

VBt vy 4
Ogung/ Q g/ — = Q—,donc (un)n, tend vers 0.
0 n 0 ne e2\/n

1 N oo .
) et = o(—) , d'ou la convergence de / et dt. (un)n converge vers 0 donc les deux suites
n 0

Vi Vo2 -
/ e tdt et / (1 — —)™dt convergent vers la méme limite .
0 0 n

n
Les changements succéssivest = uy/n et u = cos(f) conduisent a/ (1—— )*d = \/_/ n?"t1(p
0
3
On va établir le résultat classique / sin™(t)dt ~ 21
0 n

3
Posons : W,, = / sin"(t)dt .
0
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— On remarque d’abord que la suite (1, ),, est strictement positive et strictement décroissante .
En effet V¢ €]0, g[ , 0 < sin(t) < 1 ce qui donne en multipliant par sin™(¢) > 0, 'encadrement strict

. . . ™ ., "
0 < sin™T1(t) < sin™(t) et puisque les fonctions sont continues sur le segment [0, 5] ces inégalités

se préservent par intégration , ce qui donne Vn € N* , 0 < W11 < W,,.
— Une premiére relation s’obtient par une intégration par parties puisque les fonctions ¢ — cos(t) et

t — sin™*1(t)dt sont de classe C! sur [0, g] :

us
2

Whia = /(i (—cos'(t))sin™ 1 (t)dt = [—cos(t)sin"“(t)]og +(n+ 1)/O cos? (t)sin™ (t)dt =

n+1
(W, — W, ,donc W, 1o = ——W,,.
o Lt ey 2!
e, . 2p —1)(2p — 3)...1 o) w
— L'égalité précédente entraine que V N*, Wy, = Wy = — et
gatie p quevp < 2T T o 2p—2).2 ' ° T 2(p2 2

(2p)(2p — 2)...2 W 22P(p!)?
Cp+1)(2p—1)..1 " @p+ 1)
— La décroissance et la positivité stricte de (W,,),, entraine que : 0 < W42 < Wy < W, eten

.. . n+1 Wn+2 Wn+1 . Wn+1
divisant par W,, , on obtient = 1 ce qui donne :
P nt2 W, ~w, -~ W,

L . 2.4...(2p))? 2
— Cette derniere équivalence fournit  lim Wapi1 = 1 etd'autre part Wops1 = ( (2p)) )
p—too Woyp Wap (35..2p—1))2 (2p+ )7
1.35...(2p—1) 1

douVb =Ty

W2p+1 =

tend vers 1 a l'infini

et par suite W, 1 ~ W,,.

™
— La suite ((n + 1)W,,W,,+1),, est constante . En effet Vn € N, 'égalité (n + 2)W,12 = (n + 1)W,, ,

entraine (n + 2)Wy 1 Whyo = (n+ D)W, Wy = ... = WoWp = g

— En fin on obtient grace a I'équivalence W, 1 ~ W,, , g = (n+ 1)W,W, 11 ~ nW?2 ce qui donne
W,, ~ 4 /ﬁ_
2n
3 T 1 /= too T
On conclut finalement in2" L () dt = Wopiq ~ 1/ ——— ~ =4/ = , et par suite/ Pt ==
/osm (t) 2n+1 it " 2\Vn p ) € D)

—+oo +oo
4. La parité de la fonction ¢t —— e~t" entraine que : / e tdt = 2/ e Vdt = N
0

Partie-B
1. et f(¢)| = f(t) = e~ intégrable.

2. Les hypothéses du théoréme de dérivation sous le signe intégrale
— Va , t — e~ f(t) est continue par morceaux et intégrable sur R.

- Vz,tr— 8% = —ite~ ! f(t) est continue par morceaux sur R.

- Vt,z+— (% = —ite” @' f(t) est continue sur R.

—V(z,t) € R, | —ite @t f(t)] = |tle " = o(tiz). sont vérifiées , donc f est de classe C' sur R et ona
vz eR, (f)(z) = —i /+oo te” "t f(t)dt et par suite
(f)/ + gf: /Jroo(—it + g)eﬂ-xt*tzdt = %/+m(—2t — ix)eﬂit*tzdt = % {eiimtftz}i: =0

A s i s 42 42 T
Le crochet est nul grace a I'égalité [e ="t | = e~ — 0 a I'infini.

iZ?2

3. Les solutions de I'équation sont les fonctions de la forme : x — Ae 4 ou A une constante réelle , or f

~ ~

est une solution de cette équation , donc il existe A € R tel que f(z) = Ae~*" et puisque f(0) = /7, alors
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