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L'énoncé de cette épreuve, particuliere aux candidats de la filiere T'SI,

comporte 3 pages. . .
L'usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit

Les candidats sont informés que la qualit¢ de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision

des maisonnements constitueront des éléments importants pour Uappréciation des copies. Il convient en
particulier de rappeler avee précision les | références | des questions abordées.
Si. an cours de I'éprenve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d'énoncé, il le signale

sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu'il est amené a prendre.

Ce sujet est composée de deux exercices et d'un probléme indépendants a traiter dans I'ordre souhaité.
Le premier exercice est noté sur 4 points sur 20; le reste de I'éprenve est noté sur 16 points sur 20.

Exercice 1
Etude d’une équation intégrale
(Noté sur 4 points sur 20)

Soit g : [0,1] — R continue; on suppose qu'il existe a €]0,1] tel que :
ar
vee1], g(x) = / g(t) dt. (1)
0

L'objet de l'exercice est de montrer que la fonction g est nulle.
1. Montrer que la fonction g est dérivable sur le segment [0, 1] et exprimer sa dérivée.

2. En déduire que la fonction g est de classe C* sur le segment [0, 1].

3. On suppose ici que a = 1.
3.1. Montrer que g est solution sur [0,1] d'une équation différentielle linéaire du premier ordre

que I'on déterminera.
3.2. Résoudre I'équation différentielle linéaire ainsi trouvée et montrer que la fonction g est nulle.

Dans la suite, on suppose que a €]0,1[.

4. Montrer que
k(k+1)

vkeN Vzel0,1), ¢¥@)=a 2 g(az).
5. En déduire que, pour tout k € N, g*)(0) = 0.

6. Montrer que

n n+2 T (r — n
VneN,Yze[01], ga)=a T — ’/ (l—,')g(u"“t)dl-
0 n.

On pourra user de la formule de Taylor avec reste intégrale.

7. On pose M = sup |g(s)|. Déduire de ce qui précéde que
0<s<1

l‘"+l

VneN' Vxel01], o) < N —,
[0,1], Jo(x)] < TEm]

8. En déduire que g est la fonction nulle,

) IExercice 2
Etude d’une série entiere

1
'3'5"'(Qll+l)"_'l§N'

On considere la série entiére Z a, 22" ol a, = :
n=>0
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L. Déterminer lo rayon de convergence de la série entivre E a2
Dans | =
ans la suite de cet exercie joi d i : i i
2ans In de cet exer cice, on note f la fonetiofi de Ia variable réelle somme de cette série enticre
sur son mtervalle onvert de convergence,

2. Montrer que ‘t3 e g \ o ; g . g
1ue la fonction [ vérifie une ¢quation différentielle linéaire du premier ordre préciser.,

3. Résoudre I'équation différentie

td . . lle linéaire trouvée ci-dessus puis exprimer f sous forme d’une
mtégrale faisant intervenir de

s fonctions usuelles.

. Probleme
A propos de matrices de permutations

Notations

Dans ce ’p_rol)lbme, K désigne le corps des réels ou celui des complexes (€ = R ou C) et n un entier
“““‘T‘-‘l superieur ou égal 4 2, Si p € N*, on note M p(K) I'espace vectoriel des matrices a coefficients
dans.I\»., a n lignes et p colonnes; si p = n, M p(K) est noté simplement Mp(K), c'est algdbre des
matrices carrées d’ordre n A coefficients dans K la matrice identité de M, (K) sc note I,,.

Pour toute matrice A de M p(K), 'A désigne la matrice transposée de A et rg (A) son rang; si

Ae /‘V"n(m), Tr(A) désigne la trace de A, XA son polynome caractéristique et A~! représente 'inverse
de A si elle est inversible; on rappelle que

VrzeK, xa(z)=det(zl, — A).

On note GL,(K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n, inversibles et & coefficients dans K. .5,
.. NS ” e P
d(.Sla‘j'l‘lO I'ensemble des bijections de 'ensemble {1,...,n} sur lui méme; les éléments de G, s’appellent
aussi des permutations de I’ensemble {1,..., n}.

Si o € Gp, on note f, I'endomorphisme du K-espace vectoriel K* défini par :

Vi e{l,....n}, foler) = eopy,

o B = (ey,...,e,) désigne la base canonique de K".
De méme, on note P, la matrice de M, (K) définie par :

Pg:

(5i.o(j)) 1<i j<n’

dite matrice de la permutation o, ol pour tout 7, € {1,...,n}, & ; est le symbole de Kroneker égal a1
si i = 7 et 0 sinon.

1% Partie
Etude d’un exemple dans le cas n =3

. 1= 253 .
On note o € G3 Ja permutation définie par ¢ = (3 1 2), cela veut dire que o(1) = 3, o(2)=1et

o(3)=2. il
1.1. Inversibilité et inverse de P,

1.1.1. Expliciter la matrice /%, € M3(R) puis exprimer la matrice de I'endomorphisme f, dans la
base B = (ey, e2,e3) en fonction de Py,

1.1.2. Vérifier que I'endomorphisme fy est bijectil et en déduire que la matrice P, est inversible.
1.1.3. Calculer ‘P, P, et en déduire I'inverse de P,
1.2. Diagonalisation de P,
1.2.1. Vérifier que P2 = I3.
1.2.2. Montrer alors que la matrice I est diagonalisable dans M;(C).

1.2.3. Calculer les valeurs propres de la matrice I ainsi qu'une base de veeteurs propres associées,

Epreuve de Mathématiques 2/3 —
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1L.2.4. Ou note Q la matrice Q = || J %) avee j = e, Montrer que @ est inversible puis
L

Justifier que la matrice Q' P, Q ost diagonale en précisant ses éléments diagonaux.

28me Partie
Quelques généralités sur les matrices de permutations

Dans cette partie. o désigne un élément quelconque de 6,,.

2.1. Inversibilité d’'une matrice de permutation
2.1.1. Exprimer la matrice de 'endomorphisme f, dans la base B en fonction de la matrice Fp.
2.1.2. Justifier que I'endomorphisme f, est bijectif puis en déduire que la matrice P, est inversible.

2.2. Transposée d’une matrice de permutation

n

2.2.1. Soit (i,j) € {1,...,n}% Calculer, selon i et j. la valeur de la somme de,a(i)fsk.o(j)- On

k=1
pourra distinguer les cas i = j et i & .

2.2.2. En déduire que P, P, = I, puis exprimer l'inverse de la matrice P, en fonction de sa trans-
posée. Que peut-on alors dire de la matrice P, ?
2.3. Structure de I'ensemble des matrices de permutations

On note Py, I'ensemble des matrices de permutations de M, (K) : P, = {Ps ; 0 € Gn}

2.3.1. Soient o et o’ deux éléments de &,,. Exprimer f, o f,+ en fonction de fyco puis en déduire que
Py Pyt = Pyoor.

2.3.2. On rappelle que o~ désigne I'inverse de la permutation o. Justifier que I'inverse de la matrice
P, est la matrice P,-1 : Pyl =P ..

38me Partie
Diagonalisation d’une matrice de permutation d’ordre n

601 0 ... 0
0 0 1

On considere la matrice A € M,(R) définie par A= |1 - -.. .
0 M e T |
1 0 ... 0 0

3.1. Vérifier que A est ]a matrice de M,(R) associée a la permutation o € &,, définie par :

o(l)=n,0(2)=1,0(3)=2, ..., 0(n)=n-1.

3.2. Calculer le polynéme caractéristique de A et déterminer ses valeurs propres dans C.
3.3. Que peut-on alors dire de la matrice A?

1
wk
im 2k
3.4. On posc w = et ot Vi = w , k€ {0,...,n=1}. Vérifier que, pour tout k € {0,...,n—1},
w(n.—l)k
, AV, = vt V.

3.5. En déduire une base de M n,1{C) formée de vecteurs propres de la matrice A.
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