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Exercice 1:  Déformation d’un arbre sur deux roulements 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐴𝐵 = 𝑎 = 106 𝑚𝑚 –  𝐵𝐸 = 𝑏 = 42.59 𝑚𝑚 –  𝐸𝐷 = 𝑅 = 28.6 𝑚𝑚 

𝑎 + 𝑏 = 𝑙 

𝑑 = 2𝑟 = 65 𝑚𝑚 

𝐸 = 210 𝐺𝑃𝑎 

𝐶 = −1160 𝑁𝑚 

𝐹 = 53593 𝑁 

{𝒯𝐹→𝑎𝑟𝑏𝑟𝑒} = {

𝐹𝑥 0
𝐹𝑦 0

𝐹𝑧 0
}

𝐷

ℬ

= {
−24160 0
25366 0
−40559 0

}

𝐷

ℬ

 

 

Question 1:  Déterminer les actions dans les roulements en A et B.  

 

{
0 𝐶
0 0
0 0

}

𝐴

ℬ

+ {
𝑋𝐴 0
𝑌𝐴 0
𝑍𝐴 0

}

𝐴

ℬ

+ {
𝑋𝐵 0
𝑌𝐵 0
𝑍𝐵 0

}

𝐵

ℬ

+ {

𝐹𝑥 0
𝐹𝑦 0

𝐹𝑧 0
}

𝐷

ℬ

= {0} 

{
0 𝐶
0 0
0 0

}

𝐵

ℬ

+ {
𝑋𝐴 0
𝑌𝐴 𝑎𝑍𝐴
𝑍𝐴 −𝑎𝑌𝐴

}

𝐵

ℬ

+ {
𝑋𝐵 0
𝑌𝐵 0
𝑍𝐵 0

}

𝐵

ℬ

+ {

𝐹𝑥 −𝑅𝐹𝑧
𝐹𝑦 −𝑏𝐹𝑧
𝐹𝑧 𝑏𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥

}

𝐵

ℬ

= {0} 

[
−𝑎
0
0
]

ℬ

⋀ [
𝑋𝐴
𝑌𝐴
𝑍𝐴

]

ℬ

= [
0
𝑎𝑍𝐴
−𝑎𝑌𝐴

]

ℬ

 

[
𝑏
−𝑅
0
]

ℬ

⋀ [

𝐹𝑥
𝐹𝑦
𝐹𝑧

]

ℬ

= [

−𝑅𝐹𝑧
−𝑏𝐹𝑧

𝑏𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥

]

ℬ

 

{
 
 

 
 

𝑋𝐴 + 𝑋𝐵 + 𝐹𝑥 = 0
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 + 𝐹𝑦 = 0

𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 + 𝐹𝑧 = 0
𝐶 − 𝑅𝐹𝑧 = 0
𝑎𝑍𝐴 − 𝑏𝐹𝑧 = 0

−𝑎𝑌𝐴 + 𝑏𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥 = 0

 

 

 

−𝑎𝑌𝐴 + 𝑏𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥 
𝑌𝐴 + 𝑌𝐵 + 𝐹𝑦 = 0 

𝑌𝐵 = −𝑌𝐴 − 𝐹𝑦 
𝑎𝑍𝐴 − 𝑏𝐹𝑧 = 0 

𝑍𝐴 + 𝑍𝐵 + 𝐹𝑧 = 0 
𝑍𝐵 = −𝑍𝐴 − 𝐹𝑧 

𝐵 𝐴 

𝐷 

𝑪ሬሬԦ 

𝑭ሬሬԦ 

𝐸 𝑥Ԧ 

𝑦Ԧ 
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𝑌𝐴 =
𝑏𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥

𝑎
 𝑌𝐵 = −

(𝑏 + 𝑎)𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥

𝑎
 𝑍𝐴 =

𝑏

𝑎
𝐹𝑧 𝑍𝐵 = −

𝑎 + 𝑏

𝑎
𝐹𝑧 

  

𝑌𝐴 =
42.59 ∗ 25366 + 28.6 ∗ (−24160)

106
 

𝑌𝐵 = 

−
(42.59 + 106) ∗ 25366 + 28.6 ∗ (−24160)

106
 

𝑍𝐴 = −
42.59

106
40559 𝑍𝐵 =

106 + 42.59

106
40559 

 

𝑌𝐴 = 3673,2 𝑌𝐵 = −29039,2 
𝑍𝐴 = −16296,3 𝑍𝐵 = 56855,3 

 

Question 2:  Déterminer le torseur de cohésion le long de l’arbre.  

Tronçon AB : ∈]0, 𝑎[ Tronçon BE : ∈]𝑎, 𝑙[ 
{𝒯𝐶} = −{𝒯𝑒𝑥𝑡→𝐼} 

= −{
0 𝐶
0 0
0 0

}

𝐴

ℬ

− {
𝑋𝐴 0
𝑌𝐴 0
𝑍𝐴 0

}

𝐴

ℬ

 

= −{
𝑋𝐴 𝐶
𝑌𝐴 0
𝑍𝐴 0

}

𝐴

ℬ

 

[
−𝑥
0
0
]

ℬ

⋀ [
𝑋𝐴
𝑌𝐴
𝑍𝐴

]

ℬ

= [
0
𝑥𝑍𝐴
−𝑥𝑌𝐴

]

ℬ

 

= −{
𝑋𝐴 𝐶
𝑌𝐴 𝑥𝑍𝐴
𝑍𝐴 −𝑥𝑌𝐴

}

𝑀

ℬ

 

{𝒯𝐶} = {

−𝑋𝐴 −𝐶
−𝑌𝐴 −𝑥𝑍𝐴
−𝑍𝐴 𝑥𝑌𝐴

}

𝑀

ℬ

 

= {
−𝑋𝐴 1160
−3673 16296𝑥
16296 3673𝑥

}

𝑀

ℬ

 

{𝒯𝐶} = {𝒯𝑒𝑥𝑡→𝐼𝐼} 

= {

𝐹𝑥 0
𝐹𝑦 0

𝐹𝑧 0
}

𝐷

ℬ

 

[
𝑙 − 𝑥
−𝑅
0
]

ℬ

⋀ [

𝐹𝑥
𝐹𝑦
𝐹𝑧

]

ℬ

= [

−𝑅𝐹𝑧
(𝑥 − 𝑙)𝐹𝑧

(𝑙 − 𝑥)𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥

]

ℬ

 

= {

𝐹𝑥 −𝑅𝐹𝑧
𝐹𝑦 𝐹𝑧𝑥 − 𝐹𝑧𝑙

𝐹𝑧 −𝑥𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥 + 𝑙𝐹𝑦

}

𝑀

ℬ

 

= {

𝐹𝑥 −𝑅𝐹𝑧
𝐹𝑦 𝐹𝑧(𝑥 − 𝑙)

𝐹𝑧 𝐹𝑦(𝑙 − 𝑥) + 𝑅𝐹𝑥

}

𝑀

ℬ

 

= {
−24160 1160
25366 −40559𝑥 + 6027
−40559 3078 − 25366𝑥

}

𝑀

ℬ

 

 

 

Question 3:  Compléter le tableau ci -dessous avec les valeurs numériques.  

 𝑇𝑟𝑜𝑛ç𝑜𝑛 1 𝑇𝑟𝑜𝑛ç𝑜𝑛 2 
𝑦(𝑥) 

𝑀𝑓𝑖
𝑦 = 𝐴𝑖

𝑦𝑥 + 𝐵𝑖
𝑦 

𝐴1
𝑦 = 3673 𝐴2

𝑦 = −25366 

𝐵1
𝑦 = 0 𝐵2

𝑦 = 3078 
𝑧(𝑥) 

𝑀𝑓𝑖
𝑧 = 𝐴𝑖

𝑧𝑥 + 𝐵𝑖
𝑧 

𝐴1
𝑧 = 16296 𝐴2

𝑧 = −40559 

𝐵1
𝑧 = 0 𝐵2

𝑧 = 6027 
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Question 4:  Déterminer la déformée suivant 𝒚 ou 𝒛 dans le tronçon 2 (au signe près)  

𝒇𝟐(𝒙), de manière générale en fonction des coefficients 𝑨𝒊, 𝑩𝒊. 

 

Attention : dans le cas du calcul de z(x), il faudra ajouter un moins. 

 

𝐸𝐼𝑓1
′′(𝑥) = ±(𝐴1𝑥 + 𝐵1) 

Conditions aux limites de la poutre : 
𝑓1(0) = 𝑓1(𝑎) = 0 

𝐼 étant constant : 

𝐸𝐼𝑓1
′(𝑥) = 𝐴1

𝑥2

2
+ 𝐵1𝑥 + 𝐾1

1 

𝐸𝐼𝑓1(𝑥) = 𝐴1
𝑥3

6
+ 𝐵1

𝑥2

2
+ 𝐾1

1𝑥 + 𝐾1
2 

 

𝑓1(0) = 0 ⇒ 𝐾1
2 = 0 

𝐸𝐼𝑓1(𝑥) = 𝐴1
𝑥3

6
+ 𝐵1

𝑥2

2
+ 𝐾1

1𝑥 

 

𝑓1(𝑎) = 0 ⇒ 𝐴1
𝑎3

6
+ 𝐵1

𝑎2

2
+ 𝐾1

1𝑎 = 0 

𝐾1
1𝑎 = −𝐴1

𝑎3

6
− 𝐵1

𝑎2

2
 

𝐾1
1 = −(𝐴1

𝑎2

6
+ 𝐵1

𝑎

2
) 

 

𝐾1
1 = −

𝑎

6
(𝑎𝐴1 + 3𝐵1) 

 

𝐸𝐼𝑓1(𝑥) = 𝐴1
𝑥3

6
+ 𝐵1

𝑥2

2
+ 𝐾1

1𝑥 

On aura besoin par la suite de : 

𝐸𝐼𝑓1
′(𝑥) =

𝐴1
2
𝑥2 + 𝐵1𝑥 + 𝐾1

1 

 

𝐸𝐼𝑓2
′′(𝑥) = ±(𝐴2𝑥 + 𝐵2) 

Continuité de la poutre : 

𝑓2(𝑎) = 𝑓1(𝑎) = 0    ;     𝑓2
′(𝑎) = 𝑓1

′(𝑎) 
𝐼 étant constant : 

𝐸𝐼𝑓2
′(𝑥) = 𝐴2

𝑥2

2
+ 𝐵2𝑥 + 𝐾2

1 

𝐸𝐼𝑓2(𝑥) = 𝐴2
𝑥3

6
+ 𝐵2

𝑥2

2
+ 𝐾2

1𝑥 + 𝐾2
2 

 

𝑓2
′(𝑎) = 𝑓1

′(𝑎) 

⇒ 𝐴2
𝑎2

2
+ 𝐵2𝑎 + 𝐾2

1 =
𝐴1
2
𝑎2 + 𝐵1𝑎 + 𝐾1

1 

⇒ 𝐾2
1 =

𝐴1
2
𝑎2 + 𝐵1𝑎 + 𝐾1

1 − 𝐴2
𝑎2

2
− 𝐵2𝑎 

⇒ 𝐾2
1 =

𝑎2

2
(𝐴1 − 𝐴2) + 𝑎(𝐵1 − 𝐵2) + 𝐾1

1 

 
 

𝑓2(𝑎) = 0  

⇒ 𝐴2
𝑎3

6
+ 𝐵2

𝑎2

2
+ 𝐾2

1𝑎 + 𝐾2
2 = 0    

⇒ 𝐾2
2 = −𝐴2

𝑎3

6
− 𝐵2

𝑎2

2
− 𝐾2

1𝑎 

 

 

𝑓(𝑥) = {
𝑓1(𝑥) ∀𝑥𝜖]0, 𝑎[

𝑓2(𝑥) ∀𝑥𝜖]𝑙, 2𝑎[
 

 

Au bilan : 

 

𝑓1 =
1

𝐸𝐼
[𝐴1

𝑥3

6
+ 𝐵1

𝑥2

2
+ 𝐾1

1𝑥] 

𝑓2 =
1

𝐸𝐼
[
𝐴2
6
𝑥3 +

𝐵2
2
𝑥2 + 𝐾2

1𝑥 + 𝐾2
2] 

𝐾1
1 = −

𝑎

6
(𝑎𝐴1 + 3𝐵1) 

𝐾2
1 =

𝑎2

2
(𝐴1 − 𝐴2) + 𝑎(𝐵1 −𝐵2) + 𝐾1

1 

𝐾2
2 = −𝐴2

𝑎3

6
− 𝐵2

𝑎2

2
− 𝐾2

1𝑎 
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Question 5:  En déduire la flèche de l’arbre en E suivant y et z.  

 

Etude de 𝑦(𝑥) 

𝑥𝑌𝐴 −𝑥𝐹𝑦 + 𝑅𝐹𝑥 + 𝑙𝐹𝑦 

𝐴1 𝐵1 𝐴2 𝐵2 
3673 0 −25366 3078 
𝐴2
6

 
𝐵2
2

 𝐾2
1 𝐾2

2 

-4228 1539 -170 5,7 

𝑦2(𝑥) =
1

𝐸𝐼𝐺𝑧
[
𝐴2
6
𝑥3 +

𝐵2
2
𝑥2 +𝐾2

1𝑥 + 𝐾2
2] 

𝒚(𝒍) = 𝟑, 𝟑𝟑 µ𝒎 
 

Etude de 𝑧(𝑥) 

−𝑥𝑍𝐴 𝐹𝑧𝑥 − 𝐹𝑧𝑙 
𝐴1 𝐵1 𝐴2 𝐵2 

16293,3 0 −40559 6026,7 
𝐴2
6

 
𝐵2
2

 𝐾2
1 𝐾2

2 

-6760 3013 -350 11,3 

𝑧2(𝑥) = −
1

𝐸𝐼𝐺𝑦
[
𝐴2
6
𝑥3 +

𝐵2
2
𝑥2 + 𝐾2

1𝑥 + 𝐾2
2] 

Attention : il faut mettre 1 moins pour le moment autour de y 

𝒛(𝒍) = −𝟏𝟗. 𝟖𝟎 µ𝒎 
 

Question 6:  Déterminer la rotation de la section suivant y et z en E.  

 

𝜃𝑦 = −𝑧2
′(𝑙) =

1

𝐸𝐼𝐺𝑦
[
𝐴2
2
𝑙2 + 𝐵2𝑙 + 𝐾2

1] = 0.00053 𝑟𝑑 

𝜃𝑧 = 𝑦2
′(𝑙) =

1

𝐸𝐼𝐺𝑧
[
𝐴2
2
𝑙2 + 𝐵2𝑙 + 𝐾2

1] = 0.00004 𝑟𝑑 

 

Question 7:  En déduire le torseur des petits déplacements en E issu de la déformation 

de l’arbre uniquement par flexion.  

 

{𝛿} = {
0 0

0.00053 3,33. 10−6

0.00004 −19,80. 10−6
}

𝐸

ℬ

 

 

Question 8:  Déterminer le déplacement du point E suivant x issu de la traction 

compression de l’arbre.  

 

𝑑𝑥 = 𝑥(𝑙) =
𝐹𝑥𝑏

𝐸𝑆
=

−24160 ∗ 0.04259

210000000000 ∗ 0.003318307
= −1,48 µ𝑚 

  



Dernière mise à jour TD RdM Denis DEFAUCHY 

14/12/2015 Flexion TD6 - Correction 

 

Page 5 sur 5 
 

Question 9:  Justifier le fait que la torsion de l’arbre ne soit pas étudiée.  

 

Le mouvement de torsion de l’arbre ne va que décaler l’arbre de sortie par rapport à sa position 

théorique s’il n’y avait pas de torsion, mais en aucun cas il ne va altérer le contact entre les roues 

dentées. 

C’est un mouvement sur la mobilité du système… 

 

Question 10:  Finalement, donner l’expression du déplacement du point D issu de la 

déformation en flexion de l’arbre.  

 

[
0
𝑅
0
]

ℬ

⋀ [

0
𝜃𝑦
𝜃𝑧

]

ℬ

= [
𝑅𝜃𝑧
0
0
]

ℬ

 

 

{

0 𝑥(𝑙)

𝜃𝑦 𝑦(𝑙)

𝜃𝑧 𝑧(𝑙)

}

𝐸

ℬ

= {

0 𝑥(𝑙) + 𝑅𝜃𝑧
𝜃𝑦 𝑦(𝑙)

𝜃𝑧 𝑧(𝑙)

}

𝐷

ℬ

= {
0 −0,34. 10−6

0.00053 3,33. 10−6

0.00004 −19,80. 10−6
}

𝐷

ℬ

 

 

𝐷 = √𝑅2𝜃𝑧
2 + 𝑦(𝑙)2 + 𝑧(𝑙)2 = 20,08 µ𝑚 

 

Question 11:   Les déplacements obtenus respectent-ils les critères du cahier des 

charges ? 

 

𝐷 = 20,08 µ𝑚 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = 5 µ𝑚 

 

Le déplacement du point de contact est trop important, de l’ordre de 4 fois la valeur admissible. 

 

Question 12:  En déduire l’intérêt de la réalisation d’un montage hyperstatique comme 

dans la solution réelle.  

 

Il est donc nécessaire de limiter les déformations en flexion de l’arbre afin de diminuer ce déplacement, 

pour cela un 3° roulement est ajouté et rend le système hyperstatique. 

 


