Derniére mise a jour TD RdM Denis DEFAUCHY

05/12/2015 Résistance des matériaux TD1 - Correction

Caractéristiques des sections droites

Exercice 1: SectionenT
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Question 1: Déterminer la position de son centre de gravité G.
Méthode 1 : Calcul intégral

Il'y a un plan de symétrie vertical, G est dessus.

Il suffit donc de calculer le moment statique selon y.

On choisit un point O au pied du T. On se place dans la base (0, y, 2).
ZG =0

h-a 2 no L
A(O,Z)=fyd5=fyd5+fyd$=f fzydzdy+f fzydzdy
s 5 5, 0 —% h—a —g
2 h—a 2 h
A(0,2) =a [y_] +b [y_]
2 2
0 h—a

(h —a)? h? (h —a)?

A0, = a——+b—b—
(h—a)? h? h? — 2ha + a?
A(O,Z)—aT+b7—bf
4(0,5) = (h_a)2+bh2 bh2+b2ha baz
2 =4 2 "7 2 2
(h — a)? ba?

A(O,Z) = (IT'F bha—T

S=a(h—a)+ab=a(h—a+b)

N2 2
1 a%+bhu—b%
Yo _EA(O'Z) - ath—a+b)
N2
Merh_l’z_a
Yo = (h—a+b)
(h — a)? a
N +b(h-3)
¢ (h—a+b)
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Méthode 2 : Sous sections
— S5,0G{+ S,0G
0C = 1V0q 200G,
S1+ S,

. . $,0G,.7 +S,0G,.y
Y, = 0G.y = SFS,

Si=ath—a)
S, =ab
S=a(h+b—a)
. h—a

a(h—a)h;a+ab(h—%)
Y. =
G a(h+b—a)
(h—a)? _a
v.oo_ 2 +b(h-3)
¢ h+b—a

Page 2 sur 15



Derniere mise a jour TD RdM Denis DEFAUCHY

05/12/2015 Résistance des matériaux TD1 - Correction

Question 2: Déterminer ses moments quadratiques on etlg,.

Méthode 1 : Calcul intégral
On place le repére en G. On se place dans la base (G, y, 2).

<

Ny

IGy=fzzdS=f z2d5+f z2dS
z 2y Zy

a h-a-Yg s h-Yg
2 2
Ig. = z°dz dy + W2 dz dy
“ a =Y h—a-Y
-3 G ) —e=Ia

2
2
haY hY

Remarque : comme (0, y) est axe de symétrie, on peut calculer Igy avec un repere placé en 0

IGy=fzzdS=f zzd5+f z2dS
X X X

1 2

2, a 2,
Ie. = z°dz dy + z°dz dy
y a b h
-3 0 -3 —-a
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Ig, = ~f 2ds = j‘ 2d54—f y2dS
X

1

% haYG hYG
IG—f dzf 2dy+f dzf
a
5 - haYG
3haYG 3hYG
wma] ol
-Ye h—a-Yg
-4 (h_a_y6)3_( Y5)? +h (h_YG)3_(h_a_YG)3
3 3
(h—a—Yp)? YG3 (h—Y5)? (h—a—Yp)®
IGZ—af+aT+b 3 b 3
h—a-Yy)3 a¥Ye3+bh—Y()3
ANl il O R
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Méthode 2 : Sous sections
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¥

On reconnait deux sections rectangulaires de largeur b et de hauteur h dont on connait les
caractéristiques d’inertie :

y
a
+—>
A h 7 P b R
+—>
b “I

h—a
Z -
v bh? I, 2| 4
le, =75 Y | 12
3
[ (h—a)a 5 | ba?
Gy | ——— Ig, o4
12 z 12
3
1 a(h —a) "
GlZ 12 S ab
St | ath—a)
—_ h_a N
GG = (5 %)7
- a -
GGZ—(h—a+——YG)y—(h—§—Y6)y
I; =fz2ds=f zzd5+f z2dS =1 ' +1;°
y . o s, y y
IGZ=fy2d5=fyzdS‘l‘fyZdS:IGZl‘l'lez
x z, z,
11 — 2 (h—a)a®
Ig, = Ig, +5Y(GG,.2) =—1
2 2 —— 2 _ab®
Ig,* =Ig,, +5%(GG,.2) =0
_ ., 2 a(h—a)? h—a z
IGzl = 16121 + 51(6615}) = %‘l‘ a(h - a) (T— YG)

— 2 ba® a 2
Ie,* =1g,,” +5%(GG;.5) =5 +ab (n- 7= ;)
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h—a)a® ab?
=( ) N

Ig

y 12 12
—a(h_a)3+ h h-a_y 2+bas+ p(h-2-v.)
o= g tath-a) (S5 Y) 4y +ab(h-g-¥;)
ba® +a(h —a)? h—a z a 2
6, = = +a(h—a)<T—YG> +ab(h—§—YG)

Sans aller jusqu’a simplifier cette expression, si on vérifie la valeur numérique, on retombe sur 85000

mm?*.
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Question 3: Application numérique

(h — a)? _ay  (0.04—0.01)2 001
i +b(h 2):—2 +0.03(0.04 o )
G h+b—a 0.04 + 0.03 — 0.01

Ye=25mm
3 b3
IGy =§(h—a) +Ea
0.013 0.033
Ig, = P (0.04 — 0.01) + 0.01
I;. = 25000 mm*
y
h—a-Y;)? aY¥.>+b(h-Y,)3
IGz:(a—b)( g a)+ G 3( )
(0.04 —0.01 — 0.025)3 0.01 = 0.0253 + 0.03(0.04 — 0.025)3

I, = (0.01—0.03) 3 + 3
I, = 85000 mm*
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Exercice 2: Portion de disque

y
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Question 1: Déterminer la position de son centre de gravité G.

Il'y a un plan de symétrie vertical, G est dessus.

Il suffit donc de calculer le moment statique selon y.

On choisit un point O au centre du demi disque. On se place dans la base (0, ¥, 7).

ZG=0
R NR=ZZ
A(O,Z)=fyd5=f f ydydz
b -rJo
R p2 _ ,2
A(O,Z)=f dz
R 2
2] R? R®
R*z— % R°R—= —R°R+
A - = —
0,7) 2 2 2
-R
31R 3 3 3
Rzz—% R3—%+R3—% 2R3—2% 6R3 — 2R3 2
A(0,2) = = = = =_RS3
2 2 2 6 3
-R

Ou alors :

R rm 3 3

, R R 2
A(O,Z)zfyd5‘=f fr51n9rdrd9=—[—c059]g=—(c050—cosn)=—R3
5 o Jo 3 3 3

L2
A(0,%Z) = §1'23
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Question 2: Déterminer ses moments quadratiques IGy etlg,.

t—>
R

Si on place le repére en G. On se place dans la base (G, y, Z). L'intégrale ne va pas étre évidente.
On va donc calculer on et Ip, puis utiliser le théoréme de Huygens, sachant que comme (G, y) est axe

de symétrie, Ip, =1Ig,

R 21 R 21

1 11 1 1
Iy =szdS=—f ZZdS=——f rzdSz—ffrzrdrd9=—ffr3drd9
Y z 2 Disque 22 Disque 4 0o 4 00

3 2m R* 3 R* 3 nD*

ly =———=7— = ——
=42 " "8 T 128

Sinon, on savait que :

J‘ 2 4 nD*
z =—
Disque 64

Finalement :
, mD* mR? 5 nD*
IGy=IOy_SZG =m— 2 *0 =m
nD*
le, =128

Par ailleurs, si on s’intéressait a des quarts de disques :

j sz5=f ZZdS+f sz5'+f sz5+f z%dS
Disque z<0 & y=<0 z<0 & y=0 z20 & y<0 z20 & y=0
f sz5=f szSzf sz5=f z%dS
z<0 & y=<0 z<0 & y=0 z20 & y<0 z20 & y=0
f ZZdS=4f ZZdS=2f z2dS
Disque z20 & y=0 y=0

De méme :

f y2d5=4f y2d5=2f y2dS
Disque z20 & y=0 y=20
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R* nmD*

I f 2ds 1f 2ds 11f 2ds —
0, = y = — y = —— r =1nT— =
z 2 Disque 22 Disque 8 128

, mD* mR?/4R\* mD*
le, = 1o, =S¥ :ﬁ_7<§> ~8x16
nD* 8D* D*m 8
le. = 8316 "T6won 1618 om
D*mm 8
e.= 1615 ~om

Question 3: Application numérique

v _4R
67 3
_4*0.02

6™ 37

Y; =848 mm

nD*

le, = Tog
70.04*

ley =78

I; =62831 mm*
y

p _D4 T 8
" 1618 91
_004*m 8

. = —|— — —
7 16 18 9n
Ig, = 17600 mm*
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Exercice 3: Moment quadratique d'une manivelle de VTT
tz 130 .
Sectjon 1 Section 2

a=44 |

Question 1: Déterminer le moment M de la force F suivant X sur le segment OA en
fonctionde F, L et y.

M, = F(L - )

Question 2: Que vaut le moment M dans les sections 1 et 2 ?

M?' =1000(0.175 — 0,055) = 120 Nm
M? =1000(0.175 — 0,13) = 45 Nm
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Question 3: Déterminer la position de son centre de gravité G.
b
—>
A

G
. a

Ny

X
v
Le plan contenant X est plan de symétrie, G est donc placé sur ce plan.
ZG =0
Méthode intégrale :
A(0,%) =fxd5=f de+f de+f xdS
z Iy 5, I3
%—e e —%+e b % b
A(0,X) = f x dxdz +f f x dxdz +f f x dxdz
a a a
—§+e 0 _i 0 7—8 0
02 2 b2
A(0,X) =—(a—2 — —
(0,%) 2(a e)+e2+e2
L. el ae? ae?
A(0,%) = 7(a— 2e) +eb? = - = e? +eb? = T+e(b2 —e?)

2
A(0,X) = % + e(b? — e?)

S =2be+e(a—2e)=e[2b+ (a—2e)]
S =e[2b+ (a—2e)]

ae? ae
—ted®—e?) S +(b*-e’) qe+2(b?—e?)

e[2b+ (a—2e)]  2b+ (a—2e) 4b+ 2(a— 2e)
_ae+2(b% - é€?)
¢~ 4b+2(a-2e)

1
X, ==A(0,%) =
S (0,%)

Application numérique :
;  0.044 x0.006 + 2(0.0152 — 0.0062)
X = 4% 0.015 + 2(0.044 — 2 + 0.006)
Xel =5.1774 mm
, 0.032%0.006 + 2(0.012% — 0.006%)
¢ TT4%0012+ 2(0.032 — 2% 0.006)
X2 =4.6363mm

Méthode sections :
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X; =0G.%
b

X(;lSl + XGZSZ + XG3S3

S1+ S, + S5
zeb+%(a—2€)e+geb

ae + 2(b? — e?)

¢ = 2eb + (a — 2e)e

Méthode intégrale :

On place le repére en G. On se place dans la base (G, X, 2).

~ 4b+ 2(a - 2e)
Question 4: Déterminer ses moments quadratiques I; et I .

IzefzzdS fzdS+fzdS+fzdS deS+2fzzdS
b b

——e
f fz dxdz+2f fz dxdz
——+e 5—e

2
I, =e
——+e

w3 3L =l f_e

Application numérique :

X

= 81904 mm*

X

I¢.? = 28768 mm*

Z dz+2bf

L 2 0.044
Ig,! =5 (0.006 —0.015) (T - 0.006) +

, 2 0.032
Is,” = 5 (0.006 — 0.012) (T - 0.006) +

2

5|

0.04430.15

0.03230.12

IGZ=fx ds = jxd5+fxd5+jxd5 fde+2]x2dS
b b s

2
b—Xg
f f x%dxdz + 2 f j x? dxdz
——+e -XG z-e’—

2

_ [(e — X5)® + X¢ 3] (a— 2€) + 2e[(b - XG)3 +X6°]

Gz
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_(e—Xg)*(a—2e) +aXs® —2eX;® + 2e(b — X5)3 + 2eX;°

Ig, 3
o (e — Xg)3(a—2e) + aXg3 + 2e(b — Xg)3
Gz - 3
Application numérique :
I 1
Gz
_ (0.006 —0.0051774)3(0.044 — 2 * 0.006) + 0.044 * 0.0051774° + 2 x 0.006(0.015 — 0.0051774)>
- 3
I¢,' = 5832 mm*
Ig,!
_ (0.006 —0.004636)%(0.032 — 2 * 0.006) + 0.032 * 0.004636% + 2  0.006(0.012 — 0.004636)*
B 3
I;,? = 2677 mm*
Section 1 I; ' = 81904 mm* I;,' = 5832 mm*
Section 2 I;* = 28768 mm* I? = 2677 mm*

Méthode sections :
1 2 3
IGJC = IGx +IGx +IGx

__, 2 be a—e\?
Ile =IGlx1+Sl(GGl'Z) =E+be( )

2
__, 2 ela—2e)?
I, = IGZXZ +5,(GG,.2) = —0F e(a—2e)*0
be3 a—e\? e(a—2e)d
IGX=?+2b€( ) ) + 12

IGZ = IGzl + IGZZ + IGZ3
2

) 1 . 2 eb? eb? b
IGZ == IGlz + SI(GGI.X) = ﬁ + be(_XG + XGl) == 6 + be <E - XG)

— . 2 (a—2e)ed e 2
Io,* =1g,,” +5,(66.8) = ——>"—+e(a~2¢) (E =
IGZ3 — IGzl
b 2 (a—2e)e3+ 2eb3 e 2
Ig, = 2be (E_XG) + B +e(a — 2e) (E_XG)

Question 5: Justifier le moment quadratique plus important pour la section 1.

Le moment étant plus important dans la section 1, il est nécessaire d’avoir plus de matiére travaillant
afin de retenir le moment qui transite dans la section.

Question 6: Justifier I > I, .
Il n’y a pas de moment autour de Z, il n’est donc pas nécessaire d’avoir un I, important.

Il existe forcément car la matiére est présente.
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Question 7: En considérant que la section de la poutre est constante sur sa longueur,

P N . Ma
égale a la section 2, comparer 7 pour les deux moments M, et M,.
Gy

M'a® 120 %0,032

= =0,000133
I, 81904
M?a? _ 45%0,032 00000501
;> 28768
MlaZ
I
waz 20 7
It

X

On a un facteur presque égal a 1/3, la manivelle serait donc 3 fois plus fragile au lieu de la section 1
par rapport au lieu de la section 2 si la section n’était pas adaptée (ie était constante).

. Ma . P
Question 8: Comparer 7. pour chacune des sections réelles et conclure.
Gx

Ma
—< 20

Ig
X
M'a' 120+ 0,044
Io,* 81904
M?a* 45+ 0,032
I,,> 28768
Mlal
Ig,*
W = 0,776

2
Ig,

= 0,0000645

= 0,0000501

Le dimensionnement de chaque section permet d’avoir une fragilité comparable.
2
. a . . . A . . s .
On pourrait augmenter le facteur T2 de 29% environ afin d’avoir le méme coefficient, c’est-a-dire
Gx
diminuer cette section qui est surdimensionnée.
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