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Torseur cinétique – dynamique 

Exercice 1:  Plaques vibrantes hydrauliques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Question 1:  Déterminer l’ordonnée 𝒀 du centre géométrique de cette surface 
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Question 2:  En exploitant le résultat d’un demi -disque plein, retrouvez 𝒀 en 

exploitant 2 demi-disques 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑌𝐺 =
𝑆1𝑌𝐺1 − 𝑆2𝑌𝐺2
𝑆1 − 𝑆2

⟺ 𝑌 =
𝜋
𝑅𝑒

2

2
4𝑅𝑒
3𝜋

− 𝜋
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2

2

=
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3

2
4
3𝜋

−
𝑅𝑖
3

2
4
3𝜋

𝑅𝑒
2 − 𝑅𝑖

2

2

=
4

3𝜋

𝑅𝑒
3 − 𝑅𝑖

3

𝑅𝑒
2 − 𝑅𝑖

2 

 

Question 3:  En déduire la valeur numérique de la coordonnée 𝒀 des centres de gravité 

des volumes 𝑺𝟐 et 𝑺𝟒 

 

Comme ces solides sont invariants sur 𝑥, et comme ce sont les mêmes solides, on a : 

𝑌𝐺24 = −
4

3𝜋

𝑅2
3 − 𝑟2

3

𝑅2
2 − 𝑟2

2
== −

4

3𝜋

603 − 203

602 − 202
= −27,6 𝑚𝑚 

𝑌𝐺24 = −
4

3𝜋

(𝐷2/2)
3 − (𝑑2/2)

3

(𝐷2/2)
2 − (𝑑2/2)

2 = −
4

3𝜋

22

23
(𝐷2/2)

3 − (𝑑2/2)
3

(𝐷2/2)
2 − (𝑑2/2)

2 = −
2

3𝜋

𝐷2
3 − 𝑑2

3

𝐷2
2 − 𝑑2

2 

 

Question 4:  Déterminer les masses 𝑴𝒊 et ordonnées 𝒀𝑮𝒊  des solides 𝑺𝒊, puis la masse 

totale 𝑴 de l’arbre 𝟏 

 

On découpe le volume en 5 : 

Volume 1 Volume 2 Volume 3 Volume 4 Volume 5 

Cylindre Demi-cylindre Cylindre Demi-cylindre Cylindre 

𝐷1 = 30 𝑚𝑚 
𝐿1 = 75 𝑚𝑚 

𝐷2 = 120 𝑚𝑚 
𝑑2 = 40 𝑚𝑚 
𝐿2 = 100 𝑚𝑚 

𝐷3 = 40 𝑚𝑚 
𝐿3 = 250 𝑚𝑚 

𝐷4 = 120 𝑚𝑚 
𝑑4 = 40 𝑚𝑚 
𝐿4 = 100 𝑚𝑚 

𝐷5 = 30 𝑚𝑚 
𝐿5 = 75 𝑚𝑚 

𝑌𝐺1 = 0 𝑌𝐺2 = 𝑌𝐺24 = −27,6 𝑚𝑚 𝑌𝐺3 = 0 𝑌𝐺4 = 𝑌𝐺24 = −27,6 𝑚𝑚 𝑌𝐺5 = 0 

𝑀1 =
𝜌𝜋𝐷1

2𝐿1
4

 

0,416 𝑘𝑔 

𝑀2 =
𝜌𝜋(𝐷2

2 − 𝑑2
2)𝐿2

2 ∗ 4
 

3,94 𝑘𝑔 

𝑀3 =
𝜌𝜋𝐷3

2𝐿3
4

 

2,47 𝑘𝑔 

𝑀4 =
𝜌𝜋(𝐷4

2 − 𝑑4
2)𝐿4

2 ∗ 4
 

3,94 𝑘𝑔 

𝑀5 =
𝜌𝜋𝐷5

2𝐿5
4

 

0,416 𝑘𝑔 

𝑀 =∑𝑀𝑖

5

𝑖=1

=
𝜌𝜋𝐷1

2𝐿1
4

+
𝜌𝜋(𝐷2

2 − 𝑑2
2)𝐿2

4
+
𝜌𝜋(𝐷3/2)

2𝐿3
4

= 11,19 𝑘𝑔 

  

− 
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4𝑅𝑖
3𝜋
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Question 5:  En déduire la position 𝑮 du centre d’inertie de l’arbre 1 dans 𝕭𝟏 

 

Plan de symétrie : (0, 𝑥1ሬሬሬሬԦ, 𝑦1ሬሬሬሬԦ) et (0, 𝑦1ሬሬሬሬԦ, 𝑧1ሬሬሬԦ) 

𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = 𝑌𝐺𝑦1ሬሬሬሬԦ 

𝑌𝐺 =
∑𝑀𝑖𝑌𝐺𝑖
𝑀

 

Le centre de gravité des volumes 1, 3 et 5 est sur l’axe. 

On a donc : 

𝑀135 = 𝑀1 +𝑀3 +𝑀5 = 3.3 𝑘𝑔 

𝑌𝐺135 = 0 

 

𝑌𝐺24 = −27,6 𝑚𝑚 

Finalement : 

𝑌𝐺 = 2
𝑀2𝑌𝐺24
𝑀

= 2
3,94 ∗ (−27,6)

11,19
 

Valeur exacte : (sinon on trouve 19,44) 

𝑌𝐺 = −19,46 𝑚𝑚 

 

Question 6:  Proposer la forme de la matrice d’inertie de l’arbre 1 en O dans la base 

𝑩𝟏 

 

Du fait des symétries de l’arbre 1, on a : 

𝐼(𝑂, 1) = [
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

]

𝐵1

 

Remarque : L’arbre est la somme de : 

- 1,3,et 5 de révolution de 2𝜋 

- 2 et 4 de révolution de 𝜋 

En sommant ces deux matrices dans lesquelles 𝐵 = 𝐶, on sait que dans le résultat de l’arbre complet, 

𝐵 = 𝐶 

 

Piège : attention, l’arbre ne présente pas de symétrie de révolution ! 

 

Question 7:  Rappeler la matrice d’inertie 𝑰(𝑮𝒊, 𝑺𝒊) en son centre 𝑮𝒊 d’un  cylindre plein 

𝑺𝒊 de rayon 𝑹𝒊, de longueur 𝑳𝒊 et de masse 𝑴𝒊, d’axe  (𝑮𝒊, 𝒙ሬሬԦ) dans la base 𝑩𝒊 

 

Matrice d’inertie d’un cylindre d’axe 𝑥Ԧ en son centre de gravité : 

𝐼(𝐺𝑖, 𝑆𝑖) = [

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐵𝑖

]

𝐵𝑖

=

[
 
 
 
 
 
 𝑀𝑖

𝑅𝑖
2

2
0 0

0 𝑀𝑖 (
𝑅𝑖
2

4
+
𝐿𝑖
2

12
) 0

0 0 𝑀𝑖 (
𝑅𝑖
2

4
+
𝐿𝑖
2

12
)
]
 
 
 
 
 
 
𝐵𝑖
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Question 8:  En déduire la matrice 𝑰(𝑶, 𝑺𝟏 + 𝑺𝟑 + 𝑺𝟓) des parties 𝑺𝟏, 𝑺𝟑 et 𝑺𝟓 de l’arbre 

1 en O dans la base 𝑩𝟏 

 

Cas des cylindres pleins 1, 3 et 5 : 

𝐼(𝐺1, 𝑆1) [

𝐴1 0 0
0 𝐵1 0
0 0 𝐶1

]

𝐵1

 

𝐼(𝐺3, 𝑆3) [

𝐴3 0 0
0 𝐵3 0
0 0 𝐶3

]

𝐵1

 

𝐼(𝐺5, 𝑆5) [

𝐴5 0 0
0 𝐵5 0
0 0 𝐶5

]

𝐵1

 

 

Rappel du théorème d’Huygens généralisé : 

𝑂𝐺𝑖ሬሬሬሬሬሬሬԦ = [

𝑎𝑖
𝑏𝑖
𝑐𝑖

]

𝐵1

 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐺𝑖, 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖 [

𝑏𝑖
2 + 𝑐𝑖

2 −𝑎𝑖𝑏𝑖 −𝑎𝑖𝑐𝑖
−𝑎𝑖𝑏𝑖 𝑎𝑖

2 + 𝑐𝑖
2 −𝑏𝑖𝑐𝑖

−𝑎𝑖𝑐𝑖 −𝑏𝑖𝑐𝑖 𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑖

2

]

𝐵1

 

𝑂𝐺1ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
−𝑙1
0
0
]

𝐵1

 𝐼(𝑂, 𝑆1) = 𝐼(𝐺1, 𝑆1) + 𝑀1 [

0 0 0

0 𝑙1
2 0

0 0 𝑙1
2
]

𝐵1

 [

𝐴1 0 0

0 𝐵1 +𝑀1𝑙1
2 0

0 0 𝐶1 +𝑀1𝑙1
2

]

𝐵1

 

𝑂𝐺3ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
0
0
0
]

𝐵1

 𝐼(𝑂, 𝑆3) = 𝐼(𝐺3, 𝑆3) [

𝐴3 0 0
0 𝐵3 0
0 0 𝐶3

]

𝐵1

 

𝑂𝐺5ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
𝑙5
0
0

]

𝐵1

 𝐼(𝑂, 𝑆5) = 𝐼(𝐺5, 𝑆5) + 𝑀5 [

0 0 0

0 𝑙5
2 0

0 0 𝑙5
2
]

𝐵1

 [

𝐴5 0 0

0 𝐵5 +𝑀5𝑙5
2 0

0 0 𝐶5 +𝑀5𝑙5
2

]

𝐵1

 

𝐼(𝐺1, 𝑆1) = 𝐼(𝐺5, 𝑆5) 

𝑙1 = 𝑙5 = 0.1625 𝑚     ;      𝑀1 = 𝑀5 

𝐼(𝑂, 𝑆1 + 𝑆3 + 𝑆5) = 𝐼(𝑂, 𝑆1) + 𝐼(𝑂, 𝑆3) + 𝐼(𝑂, 𝑆5) 

𝐼(𝑂, 𝑆1 + 𝑆3 + 𝑆5) = 𝐼(𝐺1, 𝑆1) + 𝑀1 [

0 0 0

0 𝑙1
2 0

0 0 𝑙1
2
]

𝐵1

+ 𝐼(𝐺3, 𝑆3) + 𝐼(𝐺5, 𝑆5) + 𝑀5 [

0 0 0

0 𝑙5
2 0

0 0 𝑙5
2
]

𝐵1

 

𝐼(𝐺1, 𝑆1) = 𝐼(𝐺5, 𝑆5)    ;      𝑀1 = 𝑀5     ;      𝑙1 = 𝑙5 

𝐼(𝑂, 𝑆1 + 𝑆3 + 𝑆5) = 2𝐼(𝐺1, 𝑆1) + 𝐼(𝐺3, 𝑆3) + 2𝑀1 [

0 0 0

0 𝑙1
2 0

0 0 𝑙1
2
]

𝐵1

 

 

Question 9:  Justifier le fait que nous allons préférer calculer la matrice des deux 

cylindres creux en leurs points 𝑯𝒊 plutôt qu’en leurs points 𝑮𝒊 

 

Les bornes de l’intégrales sont difficiles à déterminer, le calcul le sera aussi ! 
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Question 10:  Déterminer la matrice d’inertie 𝑰(𝑯𝒊, 𝑺𝒊) en 𝑯𝒊 d’un  demi-cylindre creux 

dans le demi plan 𝒚 > 𝟎, de rayon intérieur 𝒓𝒊, de rayon extérieur 𝑹𝒊 et de longueur 𝑳𝒊, 

d’axe (𝑯𝒊, 𝒙ሬሬԦ) dans la base 𝑩𝒊 

 

 

 

 

 

 

Compte tenu des symétries : 

𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖) = [

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐶𝑖

]

𝐵𝑖

     ;      𝐴𝑖 = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)𝑑𝑚

𝑉

 

Solide de « demi » révolution (cf démonstration du cours et page suivante – vous n’avez pas à 

connaître ce résultat) : 

𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) = [

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐵𝑖

]

𝐵𝑖

     ;      𝐵𝑖 = 𝐶𝑖 =
𝐴𝑖
2
+ ∫𝑥2𝑑𝑚

𝑉

 

Calcul : 

𝑀𝑖 = 𝜌𝐿𝑖𝜋
(𝑅𝑖

2 − 𝑟𝑖
2)

2
     ⇔      𝜌 =

2𝑀𝑖

𝐿𝑖𝜋(𝑅𝑖
2 − 𝑟𝑖

2)
 

𝐴𝑖 = ∫(𝑦
2 + 𝑧2)𝑑𝑚

𝑉

= ∫𝑟2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑥

𝜋

0

𝑅𝑖

𝑟𝑖

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

= 𝜌 ∫ 𝑑𝑥

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

∫ 𝑟3𝑑𝑟

𝑅𝑖

𝑟𝑖

∫𝑑𝜃

𝜋

0

 

𝐴𝑖 = 𝜌𝐿𝑖
(𝑅𝑖

4 − 𝑟𝑖
4)

4
𝜋 = 𝜌𝐿𝑖𝜋

(𝑅𝑖
2 − 𝑟𝑖

2)

2

(𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2)

2
= 𝑀𝑖

(𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2)

2
 

∫𝑥2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌 ∫ 𝑥2𝑑𝑥

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅𝑖

𝑟𝑖

∫𝑑𝜃

𝜋

0

= 𝜌 [
𝑥3

3
]
−
𝐿𝑖
2

𝐿𝑖
2 (𝑅𝑖

2 − 𝑟𝑖
2)

2
𝜋 = 𝜌

2𝐿𝑖
3

8

(𝑅𝑖
2 − 𝑟𝑖

2)

6
𝜋

= 𝜌𝐿𝑖𝜋
(𝑅𝑖

2 − 𝑟𝑖
2)

2

𝐿𝑖
2

12
= 𝑀𝑖

𝐿𝑖
2

12
 

𝐵𝑖 = 𝐶𝑖 =
𝐴𝑖
2
+∫𝑥2𝑑𝑚

𝑉

= 𝑀𝑖

(𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2)

4
+𝑀𝑖

𝐿𝑖
2

12
= 𝑀𝑖 (

𝐿𝑖
2

12
+
(𝑅𝑖

2 + 𝑟𝑖
2)

4
) 

𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) = [

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐶𝑖

]

𝐵𝑖

=

[
 
 
 
 
 
 𝑀𝑖

𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2

2
0 0

0 𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
2

12
+
𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2

4
) 0

0 0 𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
2

12
+
𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2

4
)
]
 
 
 
 
 
 
𝐵𝑖

 

𝑖 = 2,4 

Remarque : On aurait pu s’attendre à voir apparaître 𝑅𝑖
2 − 𝑟𝑖

2 pour les termes de la matrice d’un 

cylindre creux, mais en fait c’est intégré dans la masse !  

𝑂 

𝑅 

𝑦Ԧ 

𝑧Ԧ 

𝑃 

𝑒𝑟ሬሬሬԦ 

𝑒𝜃ሬሬሬሬԦ 

𝜃 

𝑟 
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Démonstration du résultat (démo dans le cours) sur la révolution d’un demi-tour qui donne le même 

résultat que la révolution d’un tour : 

 

𝐵𝑖 = ∫(𝑥
2 + 𝑧2)𝑑𝑚

𝑉

= ∫𝑥2𝑑𝑚
𝑉

+ ∫𝑧2𝑑𝑚
𝑉

 

𝐶𝑖 = ∫(𝑥
2 + 𝑦2)𝑑𝑚

𝑉

= ∫𝑥2𝑑𝑚
𝑉

+∫𝑦2𝑑𝑚
𝑉

 

∫𝑥2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌 ∫ ∫ ∫𝑥2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑥

𝜋

0

𝑅𝑖

𝑟𝑖

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

= 𝜌 ∫ 𝑥2𝑑𝑥

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

∫ 𝑟𝑑𝑟

𝑅𝑖

𝑟𝑖

∫𝑑𝜃

𝜋

0

= 𝜌
𝐿𝑖
3

12

(𝑅𝑖
2 − 𝑟𝑖

2)

2
𝜋 

∫𝑥2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌𝐿𝑖𝜋
(𝑅𝑖

2 − 𝑟𝑖
2)

2

𝐿𝑖
2

12
= 𝑀𝑖

𝐿𝑖
2

12
 

∫𝑦2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟2 cos2 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑥

𝜋

0

𝑅𝑖

𝑟𝑖

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

= 𝜌 ∫ 𝑑𝑥

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

∫ 𝑟3𝑑𝑟

𝑅𝑖

𝑟𝑖

∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

 

∫𝑧2𝑑𝑚
𝑉

= 𝜌 ∫ ∫ ∫ 𝑟2 sin2 𝜃 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑥

𝜋

0

𝑅𝑖

𝑟𝑖

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

= 𝜌 ∫ 𝑑𝑥

𝐿𝑖
2

−
𝐿𝑖
2

∫ 𝑟3𝑑𝑟

𝑅𝑖

𝑟𝑖

∫ sin2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

 

 

∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

= ∫(1 − sin2 𝜃)𝑑𝜃

𝜋

0

= 𝜋 −∫ sin2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

 

∫ sin2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

=
1

2
∫(1 − cos 2𝜃)𝑑𝜃

𝜋

0

=
1

2
[𝜋 − ∫ cos 2𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

] =
1

2
[𝜋 − [

sin 2𝜃

2
]
0

𝜋

] =
𝜋

2
 

∫ cos2 𝜃 𝑑𝜃

𝜋

0

= 𝜋 −
𝜋

2
=
𝜋

2
 

D’où : 

∫𝑦2𝑑𝑚
𝑉

= ∫𝑧2𝑑𝑚
𝑉

=
1

2
∫(𝑦2 + 𝑧2)𝑑𝑚
𝑉

=
𝐴𝑖
2

 

𝐵𝑖 = 𝐶𝑖 =
𝐴𝑖
2
+∫𝑥2𝑑𝑚

𝑉
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Question 11:  En déduire la matrice d’inertie de chaque cylindre creux 2 et 4 aux points 

𝑯𝒊 dans la base 𝑩𝟏 – Justifier le fait que 𝒚 < 𝟎 ne change pas le résultat précédent 

 

Dans notre cas, le cylindre est suivant 𝑦 négatif : 𝐴𝑖 = ∫ (𝑦
2 + 𝑧2)𝑑𝑚

𝑉
 ne change pas de signe - 𝐵𝑖 =

𝐶𝑖 =
𝐴𝑖

2
+ ∫ 𝑥2𝑑𝑚

𝑉
 ne change pas non plus de signe. Donc la matrice d’inertie en y négatifs est 

identique. Attention si on intégrait, ce serait bien de −𝜋 à 0, ce qui ne change pas le signe. 

 

𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) = [

𝐴𝑖 0 0
0 𝐵𝑖 0
0 0 𝐶𝑖

]

𝐵1

=

[
 
 
 
 
 
 𝑀𝑖

(𝑅𝑖
2 + 𝑟𝑖

2)

2
0 0

0 𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
2

12
+
(𝑅𝑖

2 + 𝑟𝑖
2)

4
) 0

0 0 𝑀𝑖 (
𝐿𝑖
2

12
+
(𝑅𝑖

2 + 𝑟𝑖
2)

4
)
]
 
 
 
 
 
 
𝐵1

 

𝑖 = 2,4 

 

Question 12:  En déduire la matrice d’inertie 𝑰(𝑶, 𝑺𝟐 + 𝑺𝟒) des cylindres creux 2 et 4 au 

point 𝑶 dans la base 𝑩𝟏 –  ATTENTION !!! 

 

𝐼(𝐻2, 𝑆2) [

𝐴2 0 0
0 𝐵2 0
0 0 𝐶2

]

𝐵1

 

𝐼(𝐻4, 𝑆4) [

𝐴4 0 0
0 𝐵4 0
0 0 𝐶4

]

𝐵1

 

 

𝐻𝑖𝐺𝑖ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [

𝛼𝑖
𝛽𝑖
𝛾𝑖

]

𝐵1

 𝑂𝐺𝑖ሬሬሬሬሬሬሬԦ = [

𝑎𝑖
𝑏𝑖
𝑐𝑖

]

𝐵1

 

𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐺𝑖, 𝑆𝑖) 

+𝑀𝑖 [

𝛽𝑖
2 + 𝛾𝑖

2 −𝛼𝑖𝛽𝑖 −𝛼𝑖𝛾𝑖
−𝛼𝑖𝛽𝑖 𝛼𝑖

2 + 𝛾𝑖
2 −𝛽𝑖𝛾𝑖

−𝛼𝑖𝛾𝑖 −𝛽𝑖𝛾𝑖 𝛼𝑖
2 + 𝛽𝑖

2

]

𝐵1

 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐺𝑖, 𝑆𝑖) 

+𝑀𝑖 [

𝑏𝑖
2 + 𝑐𝑖

2 −𝑎𝑖𝑏𝑖 −𝑎𝑖𝑐𝑖
−𝑎𝑖𝑏𝑖 𝑎𝑖

2 + 𝑐𝑖
2 −𝑏𝑖𝑐𝑖

−𝑎𝑖𝑐𝑖 −𝑏𝑖𝑐𝑖 𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑖

2

]

𝐵1

 

 

𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) − 𝐼(𝑂, 𝑆𝑖)

= 𝑀𝑖 [[

𝛽𝑖
2 + 𝛾𝑖

2 −𝛼𝑖𝛽𝑖 −𝛼𝑖𝛾𝑖
−𝛼𝑖𝛽𝑖 𝛼𝑖

2 + 𝛾𝑖
2 −𝛽𝑖𝛾𝑖

−𝛼𝑖𝛾𝑖 −𝛽𝑖𝛾𝑖 𝛼𝑖
2 + 𝛽𝑖

2

]

𝐵1

− [

𝑏𝑖
2 + 𝑐𝑖

2 −𝑎𝑖𝑏𝑖 −𝑎𝑖𝑐𝑖
−𝑎𝑖𝑏𝑖 𝑎𝑖

2 + 𝑐𝑖
2 −𝑏𝑖𝑐𝑖

−𝑎𝑖𝑐𝑖 −𝑏𝑖𝑐𝑖 𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑖

2

]

𝐵1

] 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖)

+ 𝑀𝑖 [[

𝑏𝑖
2 + 𝑐𝑖

2 −𝑎𝑖𝑏𝑖 −𝑎𝑖𝑐𝑖
−𝑎𝑖𝑏𝑖 𝑎𝑖

2 + 𝑐𝑖
2 −𝑏𝑖𝑐𝑖

−𝑎𝑖𝑐𝑖 −𝑏𝑖𝑐𝑖 𝑎𝑖
2 + 𝑏𝑖

2

]

𝐵1

− [

𝛽𝑖
2 + 𝛾𝑖

2 −𝛼𝑖𝛽𝑖 −𝛼𝑖𝛾𝑖
−𝛼𝑖𝛽𝑖 𝛼𝑖

2 + 𝛾𝑖
2 −𝛽𝑖𝛾𝑖

−𝛼𝑖𝛾𝑖 −𝛽𝑖𝛾𝑖 𝛼𝑖
2 + 𝛽𝑖

2

]

𝐵1

] 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖[𝐾𝑖
0 − 𝐾𝑖

𝐻] 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖𝐾𝑖 
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𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐺𝑖 , 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖𝐾𝑖
0 

𝐼(𝐻𝑖, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐺𝑖 , 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖𝐾𝑖
𝐻 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) − 𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖) = 𝑀𝑖[𝐾𝑖
0 − 𝐾𝑖

𝐻] 

𝐼(𝑂, 𝑆𝑖) = 𝐼(𝐻𝑖 , 𝑆𝑖) + 𝑀𝑖[𝐾𝑖
0 − 𝐾𝑖

𝐻] 

𝑂𝐺2ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
−𝑙2
𝑌𝐺2
0

]

𝐵1

 𝑂𝐺4ሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
𝑙4
𝑌𝐺4
0

]

𝐵1

 

𝐾2
𝑂 = [

𝑌𝐺2
2 𝑙2𝑌𝐺2 0

𝑙2𝑌𝐺2 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2 + 𝑌𝐺2

2

]

𝐵1

 𝐾4
𝑂 = [

𝑌𝐺4
2 −𝑙4𝑌𝐺4 0

−𝑙4𝑌𝐺4 𝑙4
2 0

0 0 𝑙4
2 + 𝑌𝐺4

2

]

𝐵1

 

𝐻2𝐺2ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
0
𝑌𝐺2
0

]

𝐵1

 𝐻4𝐺4ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
0
𝑌𝐺4
0

]

𝐵1

 

𝐾2
𝐻 = [

𝑌𝐺2
2 0 0

0 0 0
0 0 𝑌𝐺2

2
]

𝐵1

 𝐾4
𝐻 = [

𝑌𝐺4
2 0 0

0 0 0
0 0 𝑌𝐺4

2
]

𝐵1

 

𝐾2 = 𝐾2
𝑂 −𝐾2

𝐻 = [

0 𝑙2𝑌𝐺2 0

𝑙2𝑌𝐺2 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2

]

𝐵1

 𝐾4 = 𝐾4
𝑂 − 𝐾4

𝐻 = [

0 −𝑙4𝑌𝐺4 0

−𝑙4𝑌𝐺4 𝑙4
2 0

0 0 𝑙4
2

]

𝐵1

 

 

𝐼(𝑂, 𝑆2) = 𝐼(𝐻2, 𝑆2) + 𝑀2 [

0 𝑙2𝑌𝐺2 0

𝑙2𝑌𝐺2 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2

]

𝐵1

 

𝐼(𝑂, 𝑆4) = 𝐼(𝐻4, 𝑆4) + 𝑀4 [

0 −𝑙4𝑌𝐺4 0

−𝑙4𝑌𝐺4 𝑙4
2 0

0 0 𝑙4
2

]

𝐵1

 

 

Or :  

𝐼(𝐻2, 𝑆2) = 𝐼(𝐻4, 𝑆4)     ;      𝑀2 = 𝑀4    ;     𝑙2 = 𝑙4     ;      𝑌𝐺2 = 𝑌𝐺4 

Donc : 

 

𝐼(𝑂, 𝑆2 + 𝑆4) = 2𝐼(𝐻2, 𝑆2) + 2𝑀2 [

0 0 0

0 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2
]

𝐵1

 

 

𝑙2 = 𝑙4 = 0.075 𝑚 

𝑌𝐺2 = 𝑌𝐺4 = −27.6 𝑚𝑚 
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Question 13:  En déduire la matrice 𝑰(𝑶, 𝟏) de l’arbre 1 dans la base 𝑩𝟏. 

 

𝐼(𝑂, 1) =∑𝐼(𝑂, 𝑆𝑖)

5

𝑖=1

= 𝐼(𝑂, 𝑆1 + 𝑆3 + 𝑆5) + 𝐼(𝑂, 𝑆2 + 𝑆4) 

𝐼(𝑂, 1) = 2𝐼(𝐺1, 𝑆1) + 𝐼(𝐺3, 𝑆3) + 2𝑀1 [

0 0 0

0 𝑙1
2 0

0 0 𝑙1
2
]

𝐵1

+ 2𝐼(𝐻2, 𝑆2) + 2𝑀2 [

0 0 0

0 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2
]

𝐵1

 

𝐼(𝑂, 1) = 2𝐼(𝐺1, 𝑆1) + 𝐼(𝐺3, 𝑆3) + 2𝐼(𝐻2, 𝑆2) + 2𝑀1 [

0 0 0

0 𝑙1
2 0

0 0 𝑙1
2
]

𝐵1

+ 2𝑀2 [

0 0 0

0 𝑙2
2 0

0 0 𝑙2
2
]

𝐵1

 

𝐼(𝑂, 1) = [
1,64 ∗ 10−2 0 0

0 9,44 ∗ 10−2 0

0 0 9,44 ∗ 10−2
]

𝐵1

 

 

Question 14:  En déduire la matrice 𝑰(𝑮, 𝟏) de l’arbre 1 dans 𝑩𝟏. 

 

𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = [
0
𝑌𝐺
0
]

𝐵1

 

𝐼(𝐺, 1) = 𝐼(𝑂, 1) −𝑀 [
𝑌𝐺

2 0 0
0 0 0
0 0 𝑌𝐺

2
]

𝐵1

 

𝐼(𝐺, 1) = [

1,21 ∗ 10−2𝑘𝑔.𝑚2 0 0

0 9,44 ∗ 10−2𝑘𝑔.𝑚2 0

0 0 9,01 ∗ 10−2𝑔.𝑚2

]

𝐵1

= [
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

]

𝐵1
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Torseur dynamique 
  

Question 15:  Déterminer la résultante dynamique 𝑹𝒅𝟏𝟎
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ dans 𝑩𝟏.  

 

𝑅𝑑10
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = 𝑀𝛤Ԧ(𝐺, 1/0) 

𝑉ሬԦ(𝐺, 𝑆/0) =
𝑑𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ

𝑑𝑡
)
0

=
𝑑𝑌𝐺𝑦1ሬሬሬሬԦ

𝑑𝑡
)
0

= 𝑌𝐺𝜔𝑧1ሬሬሬԦ 

𝛤Ԧ(𝐺, 1/0) =
𝑑𝑉ሬԦ(𝐺, 1/0)

𝑑𝑡
)
0

=
𝑑𝑌𝐺𝜔𝑧1ሬሬሬԦ

𝑑𝑡
)
0

= 𝑌𝐺𝜔̇𝑧1ሬሬሬԦ − 𝑌𝐺𝜔
2𝑦1ሬሬሬሬԦ 

𝑅𝑑10
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = [

0
−𝑀𝑌𝐺𝜔

2

𝑀𝑌𝐺𝜔̇
]

𝐵1

 

 

Question 16:  Déterminer le moment cinétique 𝝈ሬሬԦ(𝑮, 𝟏/𝟎) dans 𝑩𝟏.  

 

𝜎Ԧ(𝐺, 1/0) = 𝐼(𝐺, 1)𝛺ሬԦ(1/0) = [
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

]

𝐵1

[
𝜔
0
0
]

𝐵1

= [
𝐴𝜔
0
0
]

𝐵1

= 𝐴𝜔𝑥1ሬሬሬሬԦ 

𝛺ሬԦ(1/0) = [
𝜔
0
0
]

𝐵1

 

 

Question 17:  Déterminer le moment dynamique  𝜹ሬሬԦ(𝑮, 𝟏/𝟎) dans 𝑩𝟏.  

 

𝛿Ԧ(𝐺, 1/0) =
𝑑𝜎Ԧ(𝐺, 1/0)

𝑑𝑡
)
0

=
𝑑𝐴𝜔𝑥1ሬሬሬሬԦ

𝑑𝑡
)
0

= 𝐴𝜔̇𝑥1ሬሬሬሬԦ = [
𝐴𝜔̇
0
0
]

𝐵1

 

 

Question 18:  Déterminer {𝑫(𝟏/𝟎)} en 𝑮 dans 𝑩𝟏. 

 

{𝐷(1/0)} = {
0 𝐴𝜔̇

−𝑀𝑌𝐺𝜔
2 0

𝑀𝑌𝐺𝜔̇ 0
}

𝐺

𝐵1
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Question 19:  En déduire {𝑫(𝟏/𝟎)} en 𝑶 dans 𝑩. 

 

𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = [
0
𝑌𝐺
0
]

𝐵1

 

[
0
𝑌𝐺
0
]

𝐵1

⋀[

0
−𝑀𝑌𝐺𝜔

2

𝑀𝑌𝐺𝜔̇
]

𝐵1

= [
𝑀𝑌𝐺

2𝜔̇
0
0

]

𝐵1

 

{𝐷(1/0)} = {

0 (𝐴 + 𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇

−𝑀𝑌𝐺𝜔
2 0

𝑀𝑌𝐺𝜔̇ 0

}

𝑂

𝐵1

 

{𝐷(1/0)} = {

0 (𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇

−𝑀𝑌𝐺𝜔
2 cos 𝜃 −𝑀𝑌𝐺𝜔̇ sin 𝜃 0

−𝑀𝑌𝐺𝜔
2 sin 𝜃 +𝑀𝑌𝐺𝜔̇ cos 𝜃 0

}

𝑂

𝐵

 

{𝑫(𝟏/𝟎)} = {

𝟎 (𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐)𝝎̇

−𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝝎̇ 𝐬𝐢𝐧𝜽) 𝟎

−𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽 − 𝝎̇ 𝐜𝐨𝐬𝜽) 𝟎

}

𝑶

𝑩
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Equations du PFD 
 

Question 20:  Enumérer les actions extérieures s’exerçant sur 1 et exprimer leurs 

torseurs en 𝑶 dans la base 𝑩.  

 

Action de la pesanteur : 

{𝒯𝑝𝑒𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒𝑢𝑟} = {
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺

𝐵

= {
0 𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃

−𝑀𝑔 0
0 0

}

0

𝐵

 

𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ = [
0
𝑌𝐺
0
]

𝐵1

= [

0
𝑌𝐺 cos 𝜃
𝑌𝐺 sin 𝜃

]

𝐵1

 

𝑀0
ሬሬሬሬሬԦ(𝑃ሬԦ) = 𝑀𝐺

ሬሬሬሬሬԦ(𝑃ሬԦ) + 𝑂𝐺ሬሬሬሬሬԦ⋀𝑃ሬԦ = 0ሬԦ + [

0
𝑌𝐺 cos 𝜃
𝑌𝐺 sin𝜃

]

𝐵

⋀ [
0

−𝑀𝑔
0

]

𝐵

= [
𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃

0
0

]

𝐵

 

 

Action de la denture : 

{𝒯1′→1} = {
0 0
𝑌𝑃 0
𝑍𝑃 0

}

𝑃

𝐵

= {

0 −𝑅𝑌𝑃
𝑌𝑃 0
𝑍𝑃 0

}

𝑂

𝐵

 

𝑂𝑃ሬሬሬሬሬԦ = [
0
0
𝑅
]

𝐵

 

𝑀0
ሬሬሬሬሬԦ(𝑅1′→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) = 𝑀𝑃

ሬሬሬሬሬԦ(𝑅1′→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) + 𝑂𝑃ሬሬሬሬሬԦ⋀𝑅1′→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ = 0ሬԦ + [
0
0
𝑅
]

𝐵

⋀[
0
𝑌𝑃
𝑍𝑃

]

𝐵

= [
−𝑅𝑌𝑃
0
0

]

𝐵

 

 

Action de la pivot supposée parfaite : 

{

𝑋01 0
𝑌01 𝑀01

𝑍01 𝑁01

}

𝑂

𝐵

 

Action du moteur : 

 

{
0 𝐶𝑚
0 0
0 0

}

𝑂

𝐵

 

 

Question 21:  Donner le torseur général des actions de l’extérieur sur l’arbre 1 {𝓣𝟏̅→𝟏} 

en 𝑶 dans la base 𝑩.  

 

{𝒯1̅→1} = {
0 𝑌𝐺𝑀𝑔 sin 𝜃

−𝑀𝑔 0
0 0

}

0

𝐵

+ {

0 −𝑅𝑌𝑃
𝑌𝑃 0
𝑍𝑃 0

}

𝑂

𝐵

+ {

𝑋01 0
𝑌01 𝑀01

𝑍01 𝑁01

}

𝑂

𝐵

+ {
0 𝐶𝑚
0 0
0 0

}

𝑂

𝐵

 

{𝒯1̅→1} = {

𝑋01 𝑌𝐺𝑀𝑔 sin 𝜃 − 𝑅𝑌𝑃 + 𝐶𝑚
𝑌01 −𝑀𝑔 + 𝑌𝑃 𝑀01

𝑍01 + 𝑍𝑃 𝑁01

}

𝑂

𝐵
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Question 22:  Déterminer les 6 équations issues du PFD dans la base 𝑩. 

 

{𝒟(1/0)} = {𝒯𝑒𝑥𝑡→1} 

{

0 (𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin𝜃) 0

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) 0

}

𝑂

𝐵

= {

𝑋01 𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃 − 𝑅𝑌𝑃 + 𝐶𝑚
𝑌01 −𝑀𝑔 + 𝑌𝑃 𝑀01

𝑍01 + 𝑍𝑃 𝑁01

}

𝑂

𝐵

 

{
  
 

  
 

0 = 𝑋01
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) = 𝑌01 −𝑀𝑔 + 𝑌𝑃
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) = 𝑍01 + 𝑍𝑃
(𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2)𝜔̇ = 𝑌𝐺𝑀𝑔 sin𝜃 − 𝑅𝑌𝑃 + 𝐶𝑚
0 = 𝑀01

0 = 𝑁01

 

 

{
  
 

  
 

𝑿𝟎𝟏 = 𝟎

𝒀𝟎𝟏 = −𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝝎̇ 𝐬𝐢𝐧𝜽) +𝑴𝒈 − 𝒀𝑷

𝒁𝟎𝟏 = −𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐬𝐢𝐧𝜽 − 𝝎̇ 𝐜𝐨𝐬𝜽) − 𝒁𝑷

𝑪𝒎 = (𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐)𝝎̇ − 𝒀𝑮𝑴𝒈𝐬𝐢𝐧𝜽 + 𝑹𝒀𝑷
𝑴𝟎𝟏 = 𝟎
𝑵𝟎𝟏 = 𝟎

 

 

Question 23:  Par analogie avec l’étude de l’arbre 1 , déterminer le système 

d’équations issu du PFD appliqué à 1’ en 𝑶′ 

 

{
  
 

  
 

𝑋01′ = 0

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin𝜃) = 𝑌01′ −𝑀𝑔 − 𝑌𝑃

𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) = 𝑍01′ − 𝑍𝑃

(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇ = 𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃 + 𝑅𝑌𝑃
0 = 𝑀01′

0 = 𝑁01′

 

 

{
  
 

  
 

𝑿𝟎𝟏′ = 𝟎

𝒀𝟎𝟏′ = −𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝝎̇ 𝐬𝐢𝐧 𝜽) +𝑴𝒈 + 𝒀𝑷

𝒁𝟎𝟏′ = 𝑴𝒀𝑮(𝝎
𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽 − 𝝎̇ 𝐜𝐨𝐬𝜽) + 𝒁𝑷

𝟎 = −(𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐)𝝎̇ + 𝒀𝑮𝑴𝒈𝐬𝐢𝐧𝜽 + 𝑹𝒀𝑷
𝑴𝟎𝟏′ = 𝟎

𝑵𝟎𝟏′ = 𝟎

 

 

Question 24:  Faire un bilan du nombre d’inconnues et du nombre d’équations de ce 

système et conclure sur sa solvabilité 

 

On a 11 inconnues (attention 𝑌𝑃 et 𝑍𝑃 sont liés) : 𝐼𝑠 = 11 − 𝐸𝑠 = 12 −  𝑚 = 1 

Les deux équations en moment sur x sont liées, l’une donne 𝑌𝑃, l’autre a tout qui est connu. 

Le mécanisme est isostatique et solvable.  
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PFD et actions de liaisons 
 

Question 25:  Déterminer les torseurs {𝓣𝟎→𝟏} et {𝓣𝟎→𝟏′} des actions dans les l iaisons 

pivot des pièces 1 et 1’ sur le bâti  en 𝑶 et 𝑶′.  

 

{𝒯0→1} = {

0 0
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 − 𝑌𝑃 0

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) − 𝑍𝑃 0

}

𝑂

𝐵

 

 

{𝒯0→1′} = {

0 0
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 + 𝑌𝑃 0

𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) + 𝑍𝑃 0

}

𝑂′

𝐵

 

 

Question 26:  En déduire le torseur {𝓣𝟏𝑼𝟏′→𝟎} de l ’action de l’ensemble des deux arbres 

1 et 𝟏′ sur le bâti 0 dans la base 𝑩 au point 𝑷 

 

𝑃𝑂ሬሬሬሬሬԦ = [
0
0
−𝑅

]

𝐵

 

𝑀𝑃
ሬሬሬሬሬԦ(𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) = 𝑀𝑂

ሬሬሬሬሬሬԦ(𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) + 𝑃𝑂ሬሬሬሬሬԦ⋀𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ 

[
0
0
−𝑅

]

𝐵

⋀ [

0
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 − 𝑌𝑃
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) − 𝑍𝑃

]

𝐵

= [
𝑅(−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 − 𝑌𝑃)

0
0

]

𝐵

 

𝑃𝑂′ሬሬሬሬሬሬሬԦ = [
0
0
𝑅
]

𝐵

 

𝑀𝑃
ሬሬሬሬሬԦ(𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) = 𝑀𝑂′

ሬሬሬሬሬሬሬԦ(𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ) + 𝑃𝑂′ሬሬሬሬሬሬሬԦ⋀𝑅0→1ሬሬሬሬሬሬሬሬሬԦ 

[
0
0
𝑅
]

𝐵

⋀ [

0
−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 + 𝑌𝑃
𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) + 𝑍𝑃

]

𝐵

= [
−𝑅(−𝑀𝑌𝐺(𝜔

2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) +𝑀𝑔 + 𝑌𝑃)

0
0

]

𝐵

 

{𝒯0→1} + {𝒯0→1′}

= {

0 𝑅(−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) + 𝑀𝑔 − 𝑌𝑃)

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) + 𝑀𝑔 − 𝑌𝑃 0

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) − 𝑍𝑃 0

}

𝑃

𝐵

+ {

0 −𝑅(−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) + 𝑀𝑔 + 𝑌𝑃)

−𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) + 𝑀𝑔 + 𝑌𝑃 0

𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 sin 𝜃 − 𝜔̇ cos 𝜃) + 𝑍𝑃 0

}

𝑃

𝐵

 

{𝒯0→1𝑈1′} = {𝒯0→1} + {𝒯0→1′} = {
0 −2𝑅𝑌𝑃

−2𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) + 2𝑀𝑔 0

0 0

}

𝑃

𝐵

 

{𝓣𝟏𝑼𝟏′→𝟎} = {

𝟎 𝟐𝑹𝒀𝑷
𝟐𝑴𝒀𝑮(𝝎

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝜽 + 𝝎̇ 𝐬𝐢𝐧 𝜽) − 𝟐𝑴𝒈 𝟎

𝟎 𝟎

}

𝑷

𝑩
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Question 27:  Donner l ’expression littérale de  la composante verticale  𝑹𝒚 des deux 

arbres sur le bâti lorsque la vitesse de rotation des arbres est constante , et exprimer 

avec des mots à quoi correspondent ses deux termes  

 

𝜔̇ = 0 

𝑅𝑦 = 𝑌01 + 𝑌01′ = 2𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) − 2𝑀𝑔 = 𝟐𝑴𝒀𝑮𝝎

𝟐 𝐜𝐨𝐬𝜽 − 𝟐𝑴𝒈 

 

Question 28:  Quel est l ’intérêt d’util iser  deux arbres contra rotatifs  ? 

 

𝑅𝑧 = 𝑍01 + 𝑍01′ = 0 

La présence de deux arbres annule l’effet dynamique suivant 𝑧Ԧ. On ne récupère donc qu’un effort 

vertical ☺. 

 

Question 29:  Déterminer la vitesse de rotation minimale permettant de décoller la 

machine comme précisé dans la présentation du sujet 

 

On isole le bâti machine de masse 𝑀𝑡 sans les arbres ! Leur poids passe par l’action 𝑅𝑦. 

 

Il faut que l’effort vertical maximal généré dépasse le poids : 

𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 ≥ 𝑀𝑡𝑔 

 

On a : 

𝑅𝑦(𝜃) = 2𝑀𝑌𝐺𝜔
2 cos 𝜃 − 2𝑀𝑔 

 

Compte tenu du paramétrage, si 𝜃 = 0, les masses sont en position basse, et on a 𝑌𝐺 < 0 

Donc : 

 

𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 = −2𝑀𝑌𝐺𝜔

2 − 2𝑀𝑔     𝑝𝑜𝑢𝑟 𝜃 = 𝜋 

 

Il faut donc à la limite : 

−2𝑀𝑌𝐺𝜔
2 − 2𝑀𝑔 = 𝑀𝑡𝑔 

 

Remarque : cela revient à dire que la composante centrifuge doit contrer le poids de la machine avec 

les arbres :  

−2𝑀𝑌𝐺𝜔
2 = (𝑀𝑡 + 2𝑀)𝑔 

 

Finalement : 

𝜔 = √
(𝑀𝑡 + 2𝑀)𝑔

−2𝑀𝑌𝐺
= √

(100 + 2 ∗ 11,19)9,81

−2 ∗ 11,19 ∗ −0,019
= 52,51𝑟𝑑/𝑠 = 501,43 𝑡𝑟/𝑚𝑖𝑛 
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Question 30:  Exprimer la variation de force de compactage du  sol ∆𝑹𝒚 en fonction de 

𝑴 et 𝑴𝒕 puis calculer sa valeur ? 

 

Attention : 𝑀𝑡 sans les deux arbres 

 

𝑌𝐺 < 0 

𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 = −2𝑀𝑌𝐺𝜔

2 − 2𝑀𝑔 

𝑅𝑦
𝑚𝑖𝑛 = 2𝑀𝑌𝐺𝜔

2 − 2𝑀𝑔 

∆𝑅𝑦 = 𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 − 𝑅𝑦

𝑚𝑖𝑛 = −2𝑀𝑌𝐺𝜔
2 − 2𝑀𝑔 − (2𝑀𝑌𝐺𝜔

2 − 2𝑀𝑔) = −4𝑀𝑌𝐺𝜔
2 

 

Or, d’après la question précédente, à la va vitesse telle que  𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝑡𝑔… 

𝑅𝑦
𝑚𝑎𝑥 = 𝑀𝑡𝑔 ⟺ −2𝑀𝑌𝐺𝜔

2 − 2𝑀𝑔 = 𝑀𝑡𝑔 ⟺ 2𝑀𝑌𝐺𝜔
2 = −(2𝑀 +𝑀𝑡)𝑔 

 

Donc : 

∆𝑅𝑦 = 2(2𝑀 +𝑀𝑡)𝑔 = 2 ∗ 𝑃𝑜𝑖𝑑𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 2(2 ∗ 11,19 + 100) ∗ 9,81 = 2 401 𝑁 

 

C’est normal : L’effort doit soulever machine+2 arbres (2𝑀 + 𝑀𝑡)𝑔 vers le haut, la force vers le bas 

sera la même, soit multiplication par 2 

 

Au contact avec le sol, l’effort va de 0 à 2 fois le poids complet de la machine. 
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PFD et mouvement 
 

Question 31:  Donner l’équation différentielle du mouvement de l’arbre 1  

 

𝑪𝒎 = (𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐)𝝎̇ − 𝒀𝑮𝑴𝒈𝐬𝐢𝐧𝜽 + 𝑹𝒀𝑷 

 

Question 32:  Donner l’équation différentielle du mouvement de l’arbre 1’  

 

0 = −(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇ + 𝑌𝐺M𝑔sin 𝜃 + 𝑅𝑌𝑃 

 

Question 33:  Déterminer l’inconnue 𝒀𝑷 à l’aide de l’unique équation du mouvement 

de l’arbre 1’ 

 

On trouve 𝑌𝑃 par l’équation différentielle de l’arbre 1’ : 

𝑌𝑃 =
(𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2)𝜔̇ − 𝑌𝐺M𝑔 sin𝜃

𝑅
 

 

Question 34:  En déduire la relation liant 𝑪𝒎 aux données du problème en remplaçant 

𝒀𝑷 dans l’équation de l’arbre 1  

 

𝐶𝑚 = (𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔 − 𝑌𝐺M𝑔 sin 𝜃 + (𝐴 +M𝑌𝐺

2)𝜔̇ − 𝑌𝐺M𝑔 sin𝜃 

𝐶𝑚 = 2(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇ − 2𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃 

 

Question 35:  Comment pourrait-on appeler le terme 𝟐(𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐) qui apparaît dans 

cette formule 

 

C’est l’inertie équivalente de l’ensemble des pièces en rotation : 

𝐽𝑒𝑞 = 2(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2) 
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Question 36:  Déterminer l’expression du couple 𝑪𝒎 permettant d’obtenir une vitesse 

de rotation 𝝎 en un temps 𝑻. 

 

On néglige l’effet de la gravité : 

 

𝑪𝒎 = 𝑱𝒆𝒒𝝎̇ 

𝜔̇ =
𝐶𝑚
𝐽𝑒𝑞
     ;      𝜔(𝑡 = 0) = 0     ;      𝜔(𝑡 = 𝑇) = Ω 

𝜔(𝑡) =
𝐶𝑚
𝐽𝑒𝑞

𝑡     ;      Ω =
𝐶𝑚
𝐽𝑒𝑞

𝑇 

𝑪𝒎 =
Ω𝐽𝑒𝑞

𝑇
 

Si on ne la néglige pas, il faut résoudre : 

𝐶𝑚 = 𝐽𝑒𝑞𝜔̇ − 2𝑌𝐺𝑀𝑔 sin𝜃 

𝜃̈ −
2𝑌𝐺𝑀𝑔

𝐽𝑒𝑞
sin 𝜃 =

𝐶𝑚
𝐽𝑒𝑞

 

  

Question 37:  En déduire la valeur numérique de 𝑪𝒎 pour la valeur de 𝑻 donnée dans 

le sujet 

 

𝐶𝑚 =
Ω𝐽𝑒𝑞

𝑇
=
2Ω(𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2)

𝑇
 

𝐶𝑚 =
2 ∗ 52,51(1,21 ∗ 10−2 + 11,19 ∗ 0,0192)

1
 

𝐶𝑚 = 1,72 𝑁𝑚 
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Question 38:  En sommant les deux équations du mouvement, déterminer le l ien entre 

𝟐𝑹𝒀𝒑 et 𝑪𝒎  

 

𝐶𝑚 = (𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇ − 𝑌𝐺𝑀𝑔sin 𝜃 + 𝑅𝑌𝑃 

0 = −(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2)𝜔̇ + 𝑌𝐺M𝑔sin 𝜃 + 𝑅𝑌𝑃 

2𝑅𝑌𝑃 = 𝐶𝑚 

  

Question 39:  Donner l’expression de {𝓣𝟏𝑼𝟏′→𝟎}, en fonction de 𝑹𝒚 et 𝑪𝒎 

 

{𝒯1𝑈1′→0} = {
0 2𝑅𝑌𝑃
𝑅𝑦 0

0 0

}

𝑃

𝐵

= {
0 𝐶𝑚
𝑅𝑦 0

0 0

}

𝑃

𝐵

 

 

Question 40:  Proposer un graphe des liaisons de l’ensemble du système (Sol, Machine, 

Arbre 1, Arbre 1’, Moteur) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Question 41:  En déduire le torseur de l’action de l’ensemble des arbres 1 et 𝟏′ et du 

moteur {𝓣𝟏𝑼𝟏′𝑼𝑴→𝟎} sur le bâti 0 dans la base 𝑩 au point 𝑷 

 

Le moteur exerce un couple 𝐶𝑚 sur l’arbre 1, soit un couple −𝐶𝑚 sur la machine : 

{𝒯1𝑈1′𝑈𝑀→0} = {
0 𝐶𝑚
𝑅𝑦 0

0 0

}

𝑃

𝐵

+ {
0 −𝐶𝑚
0 0
0 0

}

𝑃

𝐵

 

{𝒯1𝑈1′𝑈𝑀→0} = {
0 0
𝑅𝑦 0

0 0

}

𝑃

𝐵

 

  

Sol Bâti 1 

1’ 

M 
{𝓣𝒎} −{𝓣𝒎} 
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TEC et mouvement 
 

Question 42:  Exprimer 𝑰𝟏𝑶
𝒙 , moment d’inertie de l’arbre 1 autour de l’axe (𝑶, 𝒙ሬሬԦ) 

 

𝐼(𝐺, 1) = [
𝐴 0 0
0 𝐵 0
0 0 𝐶

]

𝐵1

 

𝐼1𝐺
𝑥 = 𝐴 

Théorème de Huygens : 

𝐼1𝑂
𝑥 = 𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2 

 

Question 43:  Exprimer l’énergie cinétique de l’ensemble 𝟏𝑼𝟏′ 

 

L’énergie cinétique de chaque arbre est identique : 

Solide en rotation autour d’un axe fixe (𝐴, 𝑥Ԧ) : 

𝑇(1,0) =
1

2
𝐼1𝑂
𝑥𝜔2 =

1

2
(𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2)𝜔2 

𝑇(1′, 0) =
1

2
𝐼1′𝑂

𝑥(−𝜔)2 =
1

2
𝐼1′𝑂

𝑥𝜔2 =
1

2
𝐼1𝑂
𝑥𝜔2 

𝑇(1𝑈1′, 0) = 2𝑇(1,0) =
1

2
(2(𝐴 +𝑀𝑌𝐺

2))𝜔2 

 

Question 44:  En déduire l’inertie équivalente des pièces en rotation  

 

On introduit l’inertie équivalente des deux arbres si on le souhaite : 

 

𝑇(1𝑈1′, 0) =
1

2
(2(𝐴 + 𝑀𝑌𝐺

2))𝜔2 =
1

2
𝐽𝑒𝑞𝜔

2 

 

𝐽𝑒𝑞 =  2(𝐴 +𝑀𝑌𝐺
2) 
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Question 45:  Donner l’expression des puissances extérieures aux deux arbres  

 

Rappel : les puissances extérieures sont calculées par rapport au référentiel 0 Galiléen. 

 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = 𝑃𝑔1 + 𝑃𝑔1′ + 𝑃𝑚𝑜𝑡 + 𝑃01 + 𝑃01′  

 

Liaisons pivots 1/0 et 1’/0 supposées parfaites : 𝑃01 = 𝑃01′ = 0 

 

𝑃𝑚𝑜𝑡 = 𝐶𝑚𝜔 

 

𝑃𝑔 = {𝒱10}{𝒯𝑔→1} 

 

𝑃𝑔1 = {
𝜔 0
0 0
0 0

}

𝑂

𝔅

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺

𝔅

=

{
  
 

  
 
{
𝜔 0
0 0
0 𝑌𝐺𝜔

}

𝐺

𝔅1

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺

𝔅

= {

𝜔 0
0 −𝑌𝐺𝜔 sin 𝜃
0 𝑌𝐺𝜔 cos 𝜃

}

𝐺

𝔅

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺

𝔅

{
𝜔 0
0 0
0 0

}

𝑂

𝔅1

{
0 𝑀𝑔𝑌𝐺 sin𝜃

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝑂

𝔅
 

 

𝑃𝑔1 = 𝑀𝑔𝑌𝐺𝜔 sin 𝜃 

 

𝑃𝑔2 = {
−𝜔 0
0 0
0 0

}

𝑂′

𝔅

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺′

𝔅

=

{
  
 

  
 
{
−𝜔 0
0 0
0 𝑌𝐺𝜔

}

𝐺′

𝔅1′

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺′

𝔅

= {

−𝜔 0
0 −𝑌𝐺𝜔 sin(−𝜃)
0 𝑌𝐺𝜔 cos 𝜃

}

𝐺′

𝔅

{
0 0

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝐺′

𝔅

{
−𝜔 0
0 0
0 0

}

𝑂′

𝔅

{
0 𝑀𝑔𝑌𝐺 sin(−𝜃)

−𝑀𝑔 0
0 0

}

𝑂′

𝔅
 

 

𝑃𝑔2 = 𝑀𝑔𝑌𝐺𝜔 sin 𝜃 

 

𝑃𝑔1 = 𝑃𝑔2     ;      𝑃𝑔𝑟𝑎𝑣 = 𝑃𝑔1 + 𝑃𝑔2 = 2𝑀𝑔𝑌𝐺𝜔 sin 𝜃 

 

𝑃𝑒𝑥𝑡 = (𝐶𝑚 + 2𝑀𝑔𝑌𝐺 sin 𝜃)𝜔 

 

Question 46:  Donner l’expression des puissances intérieures à l’union 𝟏𝑼𝟏′ 

 

Liaison dans l’engrenage supposée parfaite : 𝑃𝑖𝑛𝑡 = 0 

Si on souhaite passer par un comoment pour calculer cette puissance, il faut exprimer les torseurs de 

la ponctuelle dans une base contenant la normale au contact (sinon ça sera bien difficile, pour rien) ! 

{
𝑃 𝑈
𝑄 𝑉
𝑅 0

}

𝑃

𝔅𝑛

{
0 0
0 0
0 𝑍

}

𝑃

𝔅𝑛

= 0 
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Question 47:  Retrouver l’équation différentielle du mouvement à l’aide du TEC  

 

Le référentiel est supposé Galiléen. On isole 1 et 1’. Alors : 

𝑑𝑇(1𝑈1′, 0)

𝑑𝑡
= 𝑃𝑖𝑛𝑡 + 𝑃𝑒𝑥𝑡 

𝑑𝑇(1𝑈1′, 0)

𝑑𝑡
= 2𝐽𝑒𝑞𝜔𝜔̇     ;      𝑃𝑖𝑛𝑡 + 𝑃𝑒𝑥𝑡 = 𝐶𝑚𝜔 + 2𝑀𝑔𝑌𝐺𝜔 sin𝜃 

Soit : 

2𝐽𝑒𝑞𝜔𝜔̇ = 𝐶𝑚𝜔 + 2𝑀𝑔𝑌𝐺𝜔 sin 𝜃 

Si 𝜔 ≠ 0, on peut diviser par 𝜔 : 

𝟐(𝑨 +𝑴𝒀𝑮
𝟐)𝝎̇ = 𝑪𝒎 + 𝟐𝑴𝒈𝒀𝑮 𝐬𝐢𝐧𝜽 

 

Question 48:  Quelles équations permettraient de déterminer l’action des deux arbres 

sur le bâti   𝑹𝒚 ? 

 

On réalise : 

- TRD sur 1 sur 𝑦Ԧ 

- TRD sur 1’ en résultante sur 𝑦Ԧ 

On obtient : 

𝑅𝑦 = 2𝑀𝑌𝐺(𝜔
2 cos 𝜃 + 𝜔̇ sin 𝜃) − 2𝑀𝑔 

 

Question 49:  Quelle équation permet de mettre en relation le couple moteur avec 

l ’accélération de l’arbre  ? 

 

Soit on fait un TEC 

Soit on réalise : 

- 1 TMD sur 1 en moment sur (0, 𝑥Ԧ) 

- 1 TMD sur 1’ en moment sur (0′, 𝑥Ԧ) 

 

 


