Derniere mise a jour TD Cin - Dyn Denis DEFAUCHY
10/02/2021 Cinétique — Dynamique - PFD TD2 - Correction

Torseur cinétique - dynamique
Exercice 1: Plaques vibrantes hydrauliques

Question 1: Déterminer I’ordonnée Y du centre géométrique de cette surface

1 r= Re O=m 2 T=Re 0=m
Y=—f dS = —— f J rsin@rdrdd = ————— j ridr f sin 6 dO
s)” n(R (R — R?) n(R.* — R;®)
S r=R; 0= r=R; 6=0
2 R,2—-R? 2 R, —R}?
= —cos 8]F = —cosm + cos0
TL’(ReZ _ Riz) 3 [ ]0 TE(ReZ _ RiZ) 3 [ ]
-t
3T"-Re - Ri
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Question 2: En exploitant le
exploitant 2 demi-disques

résultat d’un demi-disque plein, retrouvez Y en

R;?

Sy =m—

2 =T >

R;
R.24R, _R*4R; RS> 4 R34 s s
_ 5o —So¥e, o, "7 3w "2 3n_ 231 23n_ 4R —R
“T o8-8, R2 — R’ R.” — R;* 3mR,” — R;*
2 2

Question 3: En déduire la valeur numérique de la coordonnée Y des centres de gravité
des volumes S, et S,

Comme ces solides sont invariants sur x, et comme ce sont les mémes solides, on a :
4 R —1,3 4 603 — 203
Gps = — o= == ——— = -27,6mm
37 Ry" — 1,2

31602 — 202
4 (D,/2)° = (dp/2)® 4 22(D;/2)° = (dp/2)° 2 D> —d,°

T3n(Dy/2)7 — (dz/2)2 3123 (D2/2)% — (dz/2)°  37D,” — d,°

YGz4 =

Question 4: Déterminer les masses M; et ordonnées Y, des solides §;, puis la masse
totale M de l’arbre 1

On découpe le volume en 5 :

Volume 1 Volume 2 Volume 3 Volume 4 Volume 5
Cylindre Demi-cylindre Cylindre Demi-cylindre Cylindre
D, =30 mm Dz = 120 mm D; = 40 mm Dy =120 mm Ds =30 mm
L, = 75 mm dp = 40 mm Ly = 250 mm dy = 40 mm Ls = 75mm

1 L, = 100 mm 37 L, = 100 mm 5

YGl =0 YGZ = YGZ4 = _27,6 mm YG3 =0 YG4 = YGZ4 = _27,6 mm YGS =0

_ P7TD12L1 M., = Pﬂ(Dzz - dzz)Lz _ P”D32L3 M, = P”(D42 - d42)L4 _ P”D52L5
17 g 2 2+4 T4 T 2%4 ST 4
0,416 kg 3,94 kg 2,47 kg 3,94 kg 0,416 kg

5 2 2 2 2
wD{“L w(D,“ —d,” )L w(Dy/2)“L
M=§Ml-=p 11+P(2 2)2+P(3/)3

4

=11,19k
4 g
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Question 5: En déduire la position G du centre d’inertie de I’arbre 1 dans B,

Plan de symétrie : (0,x7,y7) et (0,y7,27)

m = YG}TI)
> MY,
YG — 11G;
M
Le centre de gravité des volumes 1, 3 et 5 est sur I'axe.
Onadonc:
M135 = Ml + M3 + Ms = 3.3 kg
YG135 =0
YG24 = —-27,6 mm
Finalement :

MY, _ 394+ (=27,6)

Ye=2— = 11,19

Valeur exacte : (sinon on trouve 19,44)
Yo = —19,46 mm

Question 6: Proposer la forme de la matrice d’inertie de I’arbre 1 en O dans la base
B,

Du fait des symétries de I'arbre 1, on a :

A 0 017
1001)=]0 B 0
0 0 C

Remarque : L'arbre est la somme de :

- 1,3,et 5 de révolution de 21

- 2et4dderévolutionde
En sommant ces deux matrices dans lesquelles B = C, on sait que dans le résultat de I’arbre complet,
B=C

Piege : attention, I'arbre ne présente pas de symétrie de révolution !

Question 7: Rappeler la matrice d’inertie I(G;, S;) en son centre G; d’un cylindre plein
S; de rayon R;, de longueur L; et de masse M;, d’axe (G; X) dans la base B;

Matrice d’inertie d’un cylindre d’axe X en son centre de gravité :

_ ) B
R;
M;—- 0 0
5 2
A; 0 07 PR
R; L;
I(Gi,Si)z 0 B, O = 0 M; T_|_E 0
0 0 B
0 0 M Ri2+Li2
2 12/
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Question 8: En déduire la matrice 1(0,S{ + S3 + S5) des parties S1, S3 et S5 de I’arbre
1 en O dans la base B,

Cas des cylindres pleins 1,3 et 5 :

4, 0 01%
1(G4, 1) 0 B, O
0 0
4; 0 015
1(G3,53) 0 B3 O
[0 0 (5
As 0 015
1(Gs, Ss) 0 Bs O
[0 0 C
Rappel du théoreme d’Huygens généralisé :
a; By
i
Ci
b +c¢2  —a;b; —a;c; B
1(0,S)) =1(G;, S;) + M;| —a;b; a;®>+c®> —b
—a;c; —bic;  a;%+ b;?
_17 0 0 071" [A 0 o ™
0G, = [ X ] 100,8) =1(G1,S) + My [0 L* 0 0 By+ M’ 0
0 0 0 L2 0 0 Cy + Myl,°
015 A, 0 07&
0G, = 0] 1(0,53) = 1(G3,S3) 0 B; 0
0 0 0 G,
115 0 0 071°] [4s 0 0 By
0Gs = 0] 1(0,Ss) = 1(Gs,S5) + Mg |0 s> 0 0 Bg+ Mcls? 0
[0 0 0 I 0 0 Cs + M:l:*
1(61'51) = 1(65'55)
l,=1=0.1625m ; M;=Ms
1(0,S; + S+ S5) = 1(0,8,) +1(0,S3) +1(0,S5)
0o o o™ 0 0 071
1€0,S; + S5+ S5) = 1(G1, 1) + M, |0 L* 0| +1(Gs,S3) +1(Gs,Ss) +Ms [0 15 0
0 0 [° 0 0 I
1(Gy,S1) = 1(Gs,Ss) ;3 My =Ms ; ;=I5
0o 0o o™
100,S, + S5 + S5) = 21(Gy, S;) + 1(Gs, S3) + 2M, [0 L* 0
0 0 I[°

Question 9: Justifier le fait que nous allons préférer calculer la matrice des deux
cylindres creux en leurs points H; plutéot qu’en leurs points G;

Les bornes de I'intégrales sont difficiles a déterminer, le calcul le sera aussi !
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Question 10: Déterminer la matrice d’inertie I(H;, S;) en H; d’'un demi-cylindre creux
dans le demi plan y > 0, de rayon intérieur r;, de rayon extérieur R; et de longueur L;,
d’axe (H;,X) dans la base B;

R

Compte tenu des symétries : 7 0
A 0 077
I(H;,$) =0 B; 0] ;A= f (v +2z%)dm
0 0 ¢ 14

Solide de « demi » révolution (cf démonstration du cours et page suivante — vous n’avez pas a
connaitre ce résultat) :

A, 0 0% A
I(Hl-,Si) =10 Bi 0 ; Bi = Ci =?l+fx2dm
0 0 B v
Calcul :
M, = oL, (R —1%) 2M;
T p=—1 -
- 2 p L-n(R~2—ri2)
Li
2 Rin
A; =f(y2 + z%)dm = frzdm f ff 2rdrdfdx = fdxf 3drfd9
v v s .
_Lir; 0 _Li
2 2
A; = pl; —(Ri4 — i) T = pL;m (R —ri?) (R +1i%) = .—(Riz +1i?)
¢ 4 ¢ 2 2 ¢ 2
L
2
R -1 2L;3 (R* — 12
fzdm pfzdxfrdrfdé? p ( l)n=p C (R l)n
L 2 8 6
2
(R? rLZ)LZ L;®
pum 12 =i
Ai (RL +T'i ) L 2 (R +Tl )
B; =C; = — 2dm = M —= + M; M; _
P= 2+fvxm Mgy = 12+ 4
Ri2+ri2 T
= 0 0
B.
4, 0 075 L? RZ+r?
I(Hi'Si): 0 B, O = 0 M; E'FT 0
0 0 ¢ .,
0 0 (L R
t\12 4 ]
i=24

Remarque : On aurait pu s’attendre a voir apparaitre Riz — 1;2 pour les termes de la matrice d’un
cylindre creux, mais en fait c’est intégré dans la masse !
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Démonstration du résultat (démo dans le cours) sur la révolution d’'un demi-tour qui donne le méme

résultat que la révolution d’un tour :

B; =f(x2 +z%)dm = fxzdm+ fzzdm
v

C; —f(x + y3)dm = f 2dm+fy2dm

v
Li R; Li R
2 2 i
fxzdm f f fx rdrdfdx = p fxzdxf rdrfde =p—
’ 7 2
_Lir; 0 L Ti 0
2 2
R? —1?) L L;?
2 ( i i i i
fv dm = plit———=17=Mi73
L; L;
2 Rin 7
fyzdm =p J j Jrz cos? @ rdrdfdx = f f 3drfcos 0do
v _Lir; 0 L
2 2
Li Li
2 Rin 2 R m
fzzdm =p f f frz sin? @ rdrdfdx = fdxf r3drfsin29d9
v _Lir; 0 _Li Ti 0
2 2
T T s
fcoszede = f(l—sinze)de =n—fsin29d9
0 0 0

f i Zede—lfnu 20)d0 = f 2046 = & [Sinzg]n =z
Sin —2 CoS —2 COS —2 T > o —2
0 0

0

NS

T
s
fcoszedezn——:
2
0

D’ou :

1 A;
fyzdm: fzzdmz—f(y2+zz)dm=—l
v v 2y 2

A;
Bi=Ci=—l+J-x2dm
2 %4
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Question 11: En déduire la matrice d’inertie de chaque cylindre creux 2 et 4 aux points
H; dans la base B4 — Justifier le fait que y < 0 ne change pas le résultat précédent

Dans notre cas, le cylindre est suivant y négatif: 4; = fV(y2 + z2)dm ne change pas de signhe - B; =

A; . . ) . C
C; =?‘+ fvxzdm ne change pas non plus de signe. Donc la matrice d’inertie en y négatifs est

identique. Attention si on intégrait, ce serait bien de —m a 0, ce qui ne change pas le signe.

By
A;

0 0
0 B o]
0 G

I(HL'; Sl) = !
0

_Mi —(Riz ;riz) 0
Liz (Rl'z + Tiz)
= 0 Mi <E + T)
0 0
i=24

By

0

M; <L_L2 + (R +1%)

12 4

)

Question 12: En déduire la matrice d’inertie I(0,S; + S,) des cylindres creux 2 et 4 au
point O dans la base B; — ATTENTION !!!

4, 0 0715
I(H, S3) 0 B, 0
0 0
4, 0 071%™
1(Hy, S4) 0 B, O
0 0 c,
a; By a; By
il o ff
Yi Ci
I(H;, S;) = 1(G, Sy) 1(0,S;) = 1(G;, Sy)
B B
B +vi:  —aif —apy; | b’ +c¢?  —ab; —aic; |
+M; | —aiffi al v B +M;| —a;b; @ +c® —big
—ayi By a®+ B’ —a;c; —bic;  a;*+b;”
I(H;, S;) —1(0,S;)
- 5 .
B +yvi®  —aifi —apy; |1 [bP+c? —ab —aic; |
=M || —api  ar+vi® =B —a;b;  af+c¢? b
L —a;y; —Bvi  ail+ B —a;c; —bic;  a;® + b’
1(0,S;) = I(H;,S;)
- 5 .
b’ +c¢?  —ab; —aic; | [BEHYVE b —aiy; |
+Mi|| —aiby e’ +c® b —aifi  at+vi? B
| —a;¢ —bic; a2 +b;’ —a;Y; —Byi i’ + B’

100,5) = I(H;, S;) + Mi[K;° — K;"]
1(0,S;) = I(H;, S;) + MiK;
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100,S) = 1(G;, S;) + M;K;°
I(Hy, ) = 1(G;, S) + MK
1(0,8) — I(H;, S) = Mi[K;° — K;"]
100,S) = I(H,,S)) + Mi[K;° — K;"]
—1, By L, B,
06, = YGz] 0G, = YG4,]
0 0
Ye,? LYs, o 1 V.l LY, 0 17
K =LY, L° 0 KO =|-ULY;, L° 0
0 0 L°+Y,° 0 0 L2 +Y,°
0 1% 0 15
HyG, = |Yg, m: YG4]
0 0
%> 0 01" %2 0 071"
K=o o o KA =0 o o
0 0 Y;,° 0 0 Y;,°
0 LY, o™ [0 —lY, o™
K, =K° — K" =LY, L° 0 Ky=K — KM ==Y, UL° 0
0 0 L2 0 0 1,*
0 LY, o™
100,8,) = [(Hy, S) + My |LYe, L2 0
0 0 L2
0 —LY;,, O0]™
100,84) = I(Hy, Sg) + My | —-LiYe,  1,° 0
0 0 1,
Or:
I(Hp, S3) = 1(Hy,Sy) 3 My=M, ; L=1 ; YGZ = YG4
Donc:
o 0 o]
100,S, + S4) = 21(Hy, S5) + 2M, [0 12 0
0 0 2

I, =1, =0.075m

YG = YG4 = _276 mm

2
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Question 13: En déduire la matrice 1(0,1) de I’arbre 1 dans la base Bj;.

5
100,1) = Z 1(0,S;) =1(0,S; + S5+ S5) + 1(0,S, + S,)

=1

o 0o o™ 0 o0 o0]*%
100,1) = 21(Gy, S;) + 1(Gs,S3) + 2My [0 L® 0| +2I(HyS,) +2M,|0 L* 0
0 0 L2 0 0 1,2
0 o0 o01™ 0 0 o]
100,1) = 21(Gy, S;) + 1(Gs, S3) + 21(Hy, Sp) + 2M, [0 L2 0| +2Mm,|0 L* ©
0o 0 ? 0 0 1,2
1,64 * 102 0 0 &
1(0,1) = 0 9,44 102 0
0 0 9,44 x 1072
Question 14: En déduire la matrice I(G,1) de I’arbre 1 dans B;.
015
0G = [YG
0
Y;2 0 0
1(G,1) =1(0,1 0 0 0
lo 0 Y;°
1,21 % 10 2kg.m? 0 0 Bt o o
1(G,1) = 0 9,44 * 10~2kg.m? 0 =|0 B 0]
0 0 9,01 x 10™2g. m? 0 0 Clg,
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Torseur dynamique
Question 15: Déterminer la résultante dynamique Ry, dans Bj.

Ra,, = MI'(G,1/0)

. doG dY: v, .
V(G,S/O) = dt = dt = YG(J)Zl
0 0
R dV(G,1/0) dY,wz; o .
F(6,1/0) = — = = Yp0z;, — Yow?y;
0 0
0o 1
Rle = [_MYGG)Z
MY

Question 16: Déterminer le moment cinétique 6(G,1/0) dans B;.

A 0 0] [wB [dw]™
3(6,1/0) = 16,0301/ = |0 B 0 [o] 0| =a0m
0 0 Clg 'O 0
wqB1
2(1/0) = [0]
0
Question 17: Déterminer le moment dynamique 3(6, 1/0) dans B;.
> — APt
5 da(G,1/0) dAwx; o
5(6,1/0)= 4 = P =Awx; =10
t 0 t /o 0
Question 18: Déterminer {D(1/0)} en G dans B;.
0 Aay B
{D(1/0)} = {—MYGa)Z 0 }
MY;w 0,
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Question 19: En déduire {D(1/0)} en O dans B.

{D(1/0)} =

015
O—G) = [YG
& oMyl
YG MYGw - 0
MY;w 0
0 (A+MmMyDa) ™
{D(1/0)} = { —MY;w? 0
MY 6 0 o
0 (A+MY:?)o
—MYzw? cos @ — MYz sin @ 0
—MY;w?sinf + MY;w cos 0 0 o
0 (A+MY:H)e
{D(1/0)} =< —MY¢;(w? cos @ + wsin @) 0
—MY¢(w?sin6 — & cos 0) 0 o
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Equations du PFD

Question 20: Enumérer les actions extérieures s’exercant sur 1 et exprimer leurs
torseurs en O dans la base B.

Action de la pesanteur :

0o 052 0 Y;Mgsingy ®
{Tpesanteur} = {_Mg 0} = {_Mg 0 }
G 0

0 0 0 0

0 Bl 0 Bl

0G = Yol = YGcosé?]

0 Y; sin6@
o 0 1 1 0 1% [Y;Mgsino)®
Mo(P) = Mg(P) + OGAP =0 + |Yg cos8| A|-Mg| = 0

Y; sin6 0 0
Action de la denture :
0 0% (0 —RYy "
{Tmh{YP 0} ={YP 0 }
Zp 0), Zp 0o J,
O B
0P = |0
R
01?2 1017 [-RYV)°
MO(Rl’—>1) = MP(Rll—)l) + 0P/\R1/_,1 =0 +10 /\ YP - [ 0
R Zp 0

Action de la pivot supposée parfaite :
B

Xo1 0
{Y01 MOl}
ZOl NOl 0

0 Cn &
0 0
0 0

Question 21: Donner le torseur général des actions de I’extérieur sur I’arbre 1 {T7_,4}
en O dans la base B.

Action du moteur :

0 Y;Mgsin6)® (0 —RY»\® (Xoo 0Y% (0 C, °
{Fo1) = {—Mg 0 } + {YP 0 } + iYM Moy + {0 0 }
0 0 0 Zp 0 J, Zo1 Noi/, 0 0/
Xo1 Y;Mgsin® — RYp + Cpy) ©
{74} = {Ym —Mg+7Yp Mo, }
Zo1 +Zp Noq 0
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Question 22: Déterminer les 6 équations issues du PFD dans la base B.

{D(l/O)} = {Text—>1}

B
0 (A+ MY o Xo1 YeMgsin® — RYp + Cpy) ©
—MY;(w? cos @ + wsin6) 0 ={Yp1 — Mg +Yp My,
—MY;(w? sin® — w cos H) 0 o Zoy +Zp No1 o
( 0 = Xo1

—MY;(w?cos @ + wsinh) =Yy, —Mg +Yp
—MY;(w?sin@ —wcosB) = Zy, + Zp
(A+ MY;*)d = YzMgsin@ — RYp + Cp,

A

O:M01
0=N01
X01 =0

Yo1 = —MY¢(w?cosO + wsinf) + Mg — Yp
Zyy = —MY;(w?sin@ — @cos @) — Zp
Cm=(A+MY*)>—YcMgsin@ + RYp
Mgy =0
Nog = 0

Question 23: Par analogie avec I|'étude de I’arbre 1, déterminer le systéme
d’équations issu du PFD appliqué a3 1’ en O’

( Xor =0
—MY;(w?cosO + wsin@) =Y, — Mg — Yp
MY;(w?sin@ — @wcosO) = Zyy — Zp
(A+ MY;?)d = Y;Mgsin 6 + RYp

0=Myy
\ 0=Nyy
Xo01r =0

Yo1r = —MY;(w? cos @ + @wsin@) + Mg + Yp
Zyy = MYg(w?sin® — @cos0) + Zp
0=—(A+MY¢*)@+YsMgsin6 + RYp
My, =0
Ny =0

Question 24: Faire un bilan du nombre d’inconnues et du nombre d’équations de ce
systéme et conclure sur sa solvabilité

On a 11 inconnues (attention Yp et Zp sontliés) : [, =11 — E;=12— m =1

Les deux équations en moment sur x sont liées, I'une donne Yp, I'autre a tout qui est connu.

Le mécanisme est isostatique et solvable.
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PFD et actions de liaisons

Question 25: Déterminer les torseurs {7y} et {74/} des actions dans les liaisons
pivot des piéces 1 et 1’ sur le bati en O et O'.

0 0) *

{Too1} ={—MYs(w?cosO + wsin®) + Mg —Yp 0
—MY;(w?sinf — & cos 0) — Zp 0),
0 0y °

(Typ} ={—MYs(w?cos6 + wsinf) + Mg +Yp 0
MY;(w?sin 6 — @ cos 0) + Zp 0),

Question 26: En déduire le torseur {T',,,/_,}de I’action de I’ensemble des deux arbres
1 et 1’ sur le bati 0 dans la base B au point P

018
PO=]|o0
—R]
o (Ro=D) = MR + POAR
01° 0 ? [R(—MY;(w?cos @ + wsinfh) + Mg — Yp) 5
0| Al-MY;(w?cos@ + @sin@) + Mg —Yp| = 0
—R —MY;(w?sin@ — wcos ) — Zp i 0
018
PO’ =0
R
VP)(RO—&) = Mo/(Roo1) + PO’ AR,
01% 0 —R(—MY;(w?cos @ + @ sin0) + Mg + ¥p)]°
ol ANl-MYz(w?cos8 + wsinB) + Mg+ Yp| = 0
R MY;(w?sin@ — & cos 0) + Zp 0
{To-13 + {7;)—>1’}
0 R(—MY;(w?cos 6 + @>sin0) + Mg — Yp)) ©
=< —MY;(w?cos @ + wsinfh) + Mg — Yp 0
—MY;(w?sinf — @ cos 0) — Zp 0 b
0 —R(—MY, (w? cos @ + & sin @) + Mg + ¥p)) °
+<{—MY;(w?cosO + wsinf) + Mg + Yp 0
MY;(w?sin@ — & cos 0) + Zp 0 p
0 —2RYp) B
{(Tooqvr} = Too1} + {Tos1} = 1 —2MY; (w? cos 6 + @ sin ) + 2Mg 0
0 0o Jp
0 2RYp) °
{T1v1750} = {2MY;(w? cos @ + wsin®) —2Mg 0
0 o),
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Question 27: Donner I’expression littérale de la composante verticale R, des deux
arbres sur le bati lorsque la vitesse de rotation des arbres est constante, et exprimer
avec des mots a quoi correspondent ses deux termes

w=0
Ry =Yp1 + Yoy = 2MY;(w? cos 6 + wsin ) — 2Mg = 2MY cw” cos 6 — 2M g

Question 28: Quel est I’intérét d’utiliser deux arbres contra rotatifs ?
RZ - ZOI +ZOl’ - 0
La présence de deux arbres annule I'effet dynamique suivant Z. On ne récupére donc qu’un effort

vertical ©.

Question 29: Déterminer la vitesse de rotation minimale permettant de décoller la
machine comme précisé dans la présentation du sujet

On isole le bati machine de masse M; sans les arbres ! Leur poids passe par I’action R,,.

Il faut que I'effort vertical maximal généré dépasse le poids :
max
R, > Mg

Ona:
R, (0) = 2MY;w? cos 8 — 2Mg

Compte tenu du paramétrage, si 8 = 0, les masses sont en position basse, etona Y; <0
Donc:

R, = —2MY;w* —2Mg pourf =m

Il faut donc a la limite :
—2MY;w? — 2Mg = Mg

Remarque : cela revient a dire que la composante centrifuge doit contrer le poids de la machine avec
les arbres :
—2MYzw? = (M; + 2M)g

Finalement :

(M +2M)g (100 + 2 % 11,19)9,81
—-2MY; | —2%11,19 % —0,019

= 52,51rd/s = 501,43 tr/min
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Question 30: Exprimer la variation de force de compactage du sol AR, en fonction de
M et M, puis calculer sa valeur ?

Attention : M, sans les deux arbres

Y; <0

R,™* = —2MY;w?* — 2Mg
R,™" = 2MY;w?* — 2Mg
AR, = R,™ — R,™" = —2MY;w? — 2Mg — (2MY;w? — 2Mg) = —4MYgw?

Or, d’aprés la question précédente, a la va vitesse telle que R,™™ = M.g...
R, = M,g & —2MY;w? — 2Mg = M,g & 2MYzw? = —(2M + M,)g

Donc:
ARy =2(2M + M;)g = 2 = Poids total = 2(2 11,19 + 100) * 9,81 = 2401 N

C’est normal : L'effort doit soulever machine+2 arbres (2M + M,)g vers le haut, la force vers le bas
sera la méme, soit multiplication par 2

Au contact avec le sol, I'effort va de 0 a 2 fois le poids complet de la machine.
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PFD et mouvement
Question 31: Donner I’équation différentielle du mouvement de I’arbre 1
Cm=(A+MY?)d—Y;Mgsin6 + RYp
Question 32: Donner I’équation différentielle du mouvement de I’arbre 1’
0=—(A+MY;*)d + Y;Mgsin 6 + RYp

Question 33: Déterminer I’inconnue Yp a I'aide de I'unique équation du mouvement
de I’arbre 1’

On trouve Yp par I'équation différentielle de I'arbre 1" :
v (A+MY;*)d — Y;Mgsin@
P =
R

Question 34: En déduire la relation liant C,, aux données du probléme en remplagant
Yp dans I’équation de I’arbre 1

Cn = (A+ MYs?)w — Y;Mgsin 8 + (A + MY?)d — Y;Mgsin @
Cm = 2(A + MY;%)d — 2YMg sin 6

Question 35: Comment pourrait-on appeler le terme Z(A +MYGZ) qui apparait dans
cette formule

C'est I'inertie équivalente de I’'ensemble des piéces en rotation :

Jeq = 2(A + MY;?)
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Question 36: Déterminer I’expression du couple C,, permettant d’obtenir une vitesse
de rotation w en un temps T.

On néglige I'effet de la gravité :

Cm:]eqd’
C
Oo=—"2 ;5 wlt=0=0 ; wt=T)=Q
]eq
Cin Cm
wt)=—t ; Q=—T
]eq ]eq
Q]eq
Cn = T

Si on ne la néglige pas, il faut résoudre :
Cm = Jeqw — 2YgM g sin6

. 2Y-M C
0 — ¢ gsin6’ =1
]eq ]eq

Question 37: En déduire la valeur numérique de C,, pour la valeur de T donnée dans
le sujet

_Yeq  20(A+ MY?)

Cin

T T
2%52,51(1,21 * 1072 + 11,19 % 0,019?)
m =
1
Cn=172Nm
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Question 38: En sommant les deux équations du mouvement, déterminer le lien entre
2RY, et C,,

Crm = (A+ MY;*)d> — Y;Mgsin 6 + RYp
0=—(A+MY;*)d + Y;Mgsin 6 + RYp
2RYp = C,,

Question 39: Donner I’expression de {7,170}, €n fonction de Ry etC,
0 2RY»\ 2% (0 ¢, B

{Twrood = {Ry 0 } = {Ry 0 }
0 0 /p 0 0

P

Question 40: Proposer un graphe des liaisons de I’ensemble du systéeme (Sol, Machine,
Arbre 1, Arbre 1’, Moteur)

N

Question 41: En déduire le torseur de I’action de ’ensemble des arbres 1 et 1’ et du
moteur {T,y1'um—o) SuUr le bati 0 dans la base B au point P

Le moteur exerce un couple C,, sur I'arbre 1, soit un couple —C,,, sur la machine :

0 Cn)® (0 —Cp) &
{711U1'UM—>0}={R3’ 0} +{0 0 }

0 0/p 0 0 Jp
0 0%
{Turum—o} = {Ry 0}

0 0
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TEC et mouvement

Question 42: Exprimer 11’5, moment d’inertie de I’arbre 1 autour de I’axe (0,X%)

A 0 O
1(G,1))=|0 B 0
0 0 Clp
1136(=A

Théoréme de Huygens :

LY = A+ MY;”
Question 43: Exprimer I’énergie cinétique de I’ensemble 1U1’

L’énergie cinétique de chaque arbre est identique :
Solide en rotation autour d’un axe fixe (4, X) :

1 1
T(1,0) = E11’5(,)2 =2 (A + MY;*)w?
1 1 1
T(l’, 0) = 51113(;(—(1))2 = Elera)z = Ellng

T(1U1',0) = 2T(1,0) = %(Z(A + MYGZ)) w?

Question 44: En déduire I’inertie équivalente des piéces en rotation
On introduit I'inertie équivalente des deux arbres si on le souhaite :
’ 1 2 2 1 2
T(1U1',0) = 5(2(‘4 + MY, )) ©0? = = oq0

Jeq = 2(A+ MY;?)
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Question 45: Donner I’expression des puissances extérieures aux deux arbres
Rappel : les puissances extérieures sont calculées par rapport au référentiel 0 Galiléen.
Pext = Pg1 + Pgq + Pmot + Po1 + Poy
Liaisons pivots 1/0 et 1’/0 supposées parfaites : Pp; = Pyyr = 0
Ppot = Chhw

Pg = {Vw}{gjq—n}

w 0V 0 0® (W 0 B0 o0

5, 0n® {0 0 } {—Mg 0} ={0 —YGwsinH} {—Mg 0}

Pg1={w 0} { } Jlo Yeolg Lo o) 10 Yowcos8) Lo ol
(0] G

0 0f {-Mg 0
g w 0% ( 0 MgY;sing)®

{o o} {_Mg A }

(0]

B

0 0 0 O
0 0 0 0

\ 0

Py1 = MgYswsin6

-0 0% 0 0)® —w 0 (o 0)®
{ 0 0 } {—Mg 0} ={ 0 Yo sin(—H)} {—Mg 0}
0 Yol 0 0)g 0 YewcosO )., U 0 0Jg

—w 0% ( 0 MgY,sin(-0)®
{o o} {_Mg ) }
o' o'

\ 0 0 0 0
Py, = MgYswsin6
Pg1 =Py 5 Pyraw = Pg1 + Pgp = 2MgYswsin 0

Poye = (Cpp + 2M gYy; sin ) w
Question 46: Donner I’expression des puissances intérieures a l’union 1U1’
Liaison dans I’engrenage supposée parfaite : P,y = 0

Si on souhaite passer par un comoment pour calculer cette puissance, il faut exprimer les torseurs de
la ponctuelle dans une base contenant la normale au contact (sinon ¢a sera bien difficile, pour rien) !

P B0 0%
Q vi o o} =0
R o), Lo z)p
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Question 47: Retrouver I’équation différentielle du mouvement a I’aide du TEC

Le référentiel est supposé Galiléen. Onisole 1 et 1’. Alors :
dT(1U1’,0)

dt = Pint + Pext

dT(1U1',0)

it =2Jeqww 5 Pt + Pext = Cuw + 2MgYsw sin 6

Soit :
2]eqww = Crw + 2MgYsw sin 6
Si w # 0, on peut diviser par w :
2(A+MY¢*)é = Cp, + 2MgYsin @

Question 48: Quelles équations permettraient de déterminer I’action des deux arbres
sur le bati R, ?

On réalise :
- TRDsurlsury
- TRDsur 1’ en résultante sur y
On obtient :
Ry = 2MY;(w? cos 8 + wsin 6) — 2Mg

Question 49: Quelle équation permet de mettre en relation le couple moteur avec
I’accélération de I’arbre ?

Soit on fait un TEC

Soit on réalise :
- 1TMD sur 1 en moment sur (0, %)
- 1TMD sur 1’ en moment sur (0, X)
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