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Contexte

Imaginons que nous disposons d’'un plateau tournant d’axe vertical (pas
d’effets de la gravité) entrainé en rotation selon Z par un moteur fournissant
un couple constant C, a partir d’'une vitesse angulaire nulle. L’équation du

mouvement s’écrirait: C = JO ou 8 = T Voyons dans ce TD ce que seraient

ces inerties |/ a prendre en compte selon la position sur le plateau d’un objet parallélépipédique,
cylindrique et sphérique. On négligera l'inertie du plateau, et on supposera que les piéces adherent
parfaitement au plateau.

Exercice 1: Matrice d'inertie d’'un parallélépipede rectangle

Soit le parallélépipede rectangle de masse volumique constante suivant :
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Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le
repere (0, X, Y5, Zs)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

Question 3: Déterminer la matrice d’inertie I(0,5) de S enO en utilisant le théoréme
de Huygens généralisé

Question 4: Déterminer la matrice d’inertie I(0,S) de S en O par la méthode intégrale
Remarquez qu’il est possible de calculer I(0, S) directement en O dans cet exercice.

Question 5: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de l’inertie J
recherchée

On souhaite maintenant faire tourner cet objet autour de I'axe (0A).

Question 6: Déterminer le moment d’inertie autour de cet axe
Remarque : on simplifiera au maximum le résultat trouvé
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Exercice 2: Matrice d'inertie d'un cylindre

Soit le cylindre de masse volumique constante suivant :
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Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le
repére (0, X, Y5, Zs)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

Question 3: Donner la forme de la matrice I(4,5)

Question 4: Déterminer la matrice d’inertie I(4,5) de S en 4 en utilisant le théoréme
de Huygens généralisé

Question 5: Que pensez-vous de la méthode de calcul intégral pour déterminer I(4,5)

Remarque : il aurait été simple de déterminer par intégration la matrice en un autre point de I'axe (O
par exemple), puisqu’étant sur I’élément de symétrie, on profite des mémes simplifications de forme
de matrice. Toutefois, les intégrales suivant z ayant des bornes différentes, les inerties A = B changent
de valeur. Seule celle autour de (0, 2) reste identique, ce qui est logique.

Question 6: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de l’inertie J
recherchée

Question 7: Donner finalement la matrice d’inertie I(G,S) d’un cylindre S de CDG G de
révolution d’axe (G, x)
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Exercice 3: Matrice d’'inertie d'une sphere

Soit la sphére de masse volumique constante suivante :

Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le

repére (0,X;,y;,Z;)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

Question 3: Déterminer la matrice d’inertie I(4,5) de S en A en utilisant le théoréme
de Huygens généralisé

Question 4: Que pensez-vous de la méthode de calcul intégral pour déterminer I(4,5)
Question 5: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de l’inertie J

recherchée
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Exercice 4: Questions de concours

Question 1: X-ENS PSI 2018 — Questions 23-24

Le vilebrequin a une géométrie relativement simple. |l sera pour cette partie assimilé a
'association de 2 cylindres non-coaxiaux en acier pour son corps, sur laquelle est fixé un
cylindre creux en cuivre correspondant au bobinage du rotor moteur. La Figure 16 reprend
les quelques éléments de géométrie définissant justement le vilebrequin tel que décrit
précédemment.

Le centre de gravité G, du vilebrequin seul, au vu de la géométrie, est considéré comme

appartenant a I'axe (0, z,) tel que : 0G, = L; - z; avec L; = 200 mm.

Question 23. Donner la forme de la matrice d'inertie du vilebrequin associé au bobinage
exprimée en G,. Seule la forme de la matrice est a donner et justifier,
I'expression détaillée de chaque terme de la matrice n’est pas demandée.

Dans la suite de cette partie, il est admis que la forme de la matrice d’inertie de 'ensemble

Ay 0 0
exprimeée au point G, est telle que : I(Gy) =| 0 By 0]
0o 0 Jy

(6y A Ty17A)

Question 24. Discuter des simplifications qui ont été faites pour aboutir a cette forme de

matrice.
X1 @D, Dimensions principales
1 Roro
ﬂ)l A

Ly =400 mm

y 1.C L. L, = 80mm

2 S N Ly = 150 mm

o 7 Ly = 100 mm

| Lg =200 mm

: , § Dy = 60 mm

| , y | i | D, = 80mm

o, L, 9Dsf | Dy = 140 mm

i< € > i i Rorb =8mm
L Ly \LLZ ‘_JE Pacier = 7800 kg/m?
v v ik Peuivre = 8900 kg/m3

Figure 16 : Geométrie simplifiee du vilebrequin (contrepoids non-représenté)
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Question 2: E3A PSI 2017- Question 14

Les caractéristiques des parties tournantes sont fournis en annexe A.

Question 1.4

* Justifier pourquoi les produits d’inertie de la vis et du volant d’inertie sont nuls.

» Justifier pourquoi les moments d’inertie de la vis et du volant d’inertie sont
égaux sur les axes X et y.

* Dans quelles bases les matrices d’inertie de la vis et du volant d’inertie restent-
elles identiques ?

Les parties tournantes de la Presse SPR400 peuvent étre modélisées par 1’association :
- delavis
- du volant d’inertie
- du rotor moteur

volant A
d’inertie L
1
% |
L | U
o N
(7 ]\
. == — r4 2 7'1'_7_/1‘ y
B |
|
|
rotor l
moteur |.._'°‘
Données :
- VIS:

e Acier de masse volumique p,=7860kg/m’
e masse my=515kg

1427 0 0
e matrice d’inertiec J(A,v)=| 0 142,7 0 ] (unités kg.m?)
0 0 321, 232
- volant d’inertie :
e Acier de masse volumique p,=7860kg/m’
e masse m,=870kg
50,2 0 0
e matrice d’inertie ](A,v-i)=l 0 50,2 0 ‘ (unités kg.m?)
0 0 518l,:55
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