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Chapitre 14
Fonctions de plusieurs variables

Exercice 1 : Si f admet une limite, alors comme f(0,y) = f(x,0) = 0, cette
limite est nécessairement nulle. De plus, si f admet 0 pour limite en (0, 0), alors
la fonction ¢t — f(t,t) admet 0 pour limite en 0. Comme

1
f(t, t) — §t(l+b—27

on obtient nécessairement que a + b > 2. Réciproquement, si a + b > 2, on a

a+b—2

T 9ll(x ;
[z, y)ll3 )l y)lls [(z, y)II5

I, )13

donc par comparaison f(z,y) admet 0 pour limite en (0,0).

[f(z,y)] < — 0,

(,y)—(0,0)

Exercice 2 :

1. La fonction f est continues sur R? \ {(0,0)} par composée de fonctions
continues. En 'origine, on a

2
F )l < H”(y)'s'/z

(x7y)H2

1/2

0= £(0,0),
2 (@y)—(00) 10,0

= | (z, )l
donc la fonction f est aussi continue en (0,0), donc sur R?.

2. Lafonction f est admet des dérivées partielles sur R\ {(0,0)} par composée
de fonctions de classe €’!. En l'origine, on a

f(t,O)—f(0,0) 1 f(O,t)—f(0,0)

= —
t ‘t‘l/Q t—0 t t—0

00,

donc f admet une dérivée partielle par rapport & y, mais pas par rapport
ax.

Exercice 3 :
1. Pour t #0, on a
t2 1 1
f(tat)—m—§ mi#o—f((),()),
donc f n’est pas continue en (0,0).
2. On utilise la définition des dérivées partielles. On a
t t—0 t

=0—0,
t—0

donc f admet des dérivées partielles en (0,0) et on a

or g(o,o) = 0.

8$(07 0)=0, dy

Exercice 4 : La fonction f est de classe €' sur R?\ {(0,0)} par composée de
fonctions de classe €. Les dérivées partielles de f sur R?\ {(0,0)} sont données
par

of _ 2 2 2$(332 - ?JQ)
%(a:,y)—%:ln(x +y )+1:27+yQ’
of 2y(2® — y?)

gy(m,y) = —2yIn(z* +¢*) +

En l'origine, on a
f(t,O)—f(0,0) f(07t>_f(070)
t t

donc les dérivées partielles de f en (0,0) existent et sont nulles. Pour conclure,
il faut montrer que les dérivées partielles sont continues sur R%. On a
of

aJ < 2 2
o (@] < 2wl + 2@l o

x2 + y?

=2tIn(t) — 0, = —2tIn(t) — 0,
t—0 t—0

domnc la dérivée partielle de f par rapport a x est continue sur R%. De méme, la

dérivée partielle de f par rapport & y est continue sur R?, donc f est de classe
€1 sur R?.
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Exercice 5 :
1. En dérivant par rapport & t la relation de I’énoncé, on obtient

of of _
%(x—kt,y—kt)—ka—y(x%—t,y—kt)—o,

ce qui donne le résultat en prenant £ = 0.
2. En notant z = (u +v)/2 et y = (u—v)/2, on a d’aprés le cours

oF 0 0 0 0
G 20) = S (w9) - G (0,0) + G ) 5w

1 /of af B
—3 (@) + 5@ =o.

3. On en déduit que F' est une fonction constante par rapport & w. Il existe
donc h : R — R de classe ¢! telle que F(u,v) = h(v) pour tout (u,v) € R2.
Finalement, comme v = x — y, on trouve

f(@,y) = F(u,v) = h(v) = h(z —y)
pour tout (x,%) € R?. Réciproquement, on a
fle+ty+t)=h((z+1) = (y+1)) =hlz—y) = flz,y).

Exercice 6 :

1. En dérivant par rapport & t la relation de I’énoncé, on obtient

of of a1
o (tz, ty)x + By (tz, ty)y = ot f(x,y),

ce qui donne le résultat en prenant ¢ = 1.

2. Réciproquement, on fixe (z,7) € R? et on considére la fonction

o(t) = fta, ty) —t“f(z,y).

La fonction ¢ est de classe €!. En calculant sa dérivée comme dans la
question 1 et en utilisant ’hypothése, on trouve que ¢ est solution de
léquation différentielle v’ = (a/t)y. Comme y(1) = 0, on en déduit par
unicité de la solution d’un probléme de Cauchy, que ¢ = 0, ce qui montre
la réciproque.

go:Rj_—ﬂR,

Exercice 7 : On utilise le changement de variable
(u,v) =2 +y,3z+y) & (z,y) = (v—u,3u—2v).

La fonction F : R? — R donnée par F(u,v) = f(v — u,3v — 2u) est de classe
€' et on a

oF 0 3] 0 0
G 120) = 5 (w9) - G (0,0) + G () - 5w
— @)+ 35w =0,

On en déduit que F' est une fonction constante par rapport & u. Il existe donc
h : R — R de classe €* telle que F(u,v) = h(v) pour tout (u,v) € RZ
Finalement, on obtient

V(z,y) € R%,  f(z,y) = F(u,v) = h(v) = h(3z + y).
Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions.
Exercice 8 : On utilise le changement de variable

(u,v) = (x +y,2x + 3y) & (z,y) = (Bu—v,v —2u).

La fonction F : R? — R donnée par F(u,v) = f(3u — v,v — 2u) est de classe

€' et on a
9 d
= 3a—£(x,y) - 28‘£(a:,y) = f(z,y) = F(u,v).

C’est une équation différentielle d’ordre 1 en w que l'on sait résoudre. On en
déduit qu'il existe une fonction h : R — R de classe € telle que

Y(u,v) € R?,  F(u,v) = h(v) exp(u).
Finalement, on obtient
V(z,y) €R%  f(z,y) = F(u,v) = h(2x + 3y) exp(z +y).

Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions.
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Exercice 9 : On utilise le changement de variable
(x,y) = (rcos(f),rsin(0)) .

La fonction F : R? — R donnée par F(r,0) = f(rcos(#),rsin(f)) est de classe
€' et on a

OF p _Of O 0F

69 (Tv 9) - 6LE (J:) y) 80 (T’ 9) + ay (.’L‘, y) 69 (T, 0)

= —r sin(@)g‘i(x,y) + rcos(@)g‘g(%y) = —f(z,y) = —F(r,0).

C’est une équation différentielle d’ordre 1 en 6 que 'on sait résoudre. On en

déduit qu’il existe une fonction h: R — R de classe € telle que
Y(u,v) € R%,  F(r,0) = h(r) exp(—0).

Finalement, comme x > 0, on a 6 €] — 5, 7[, donc

Y(z,y) € R%,  f(z,y) = F(u,v) =h ( z2 + y2> exp (—Arctan (%)) ,

que ’on peut réécrire

flx,y)=g (:C2 + y2) exp (—Arctan <Q>> .

X

oi1 g : R — R est de classe €'. Réciproquement, on vérifie que les fonctions de
cette forme sont solutions.

Exercice 10 : On utilise le changement de variable
(z,y) = (rcos(f),rsin(h)) .

La fonction F : R?2 — R donnée par F(r,0) = f(rcos(#), rsin(0)) est de classe
€' et on a

OF 0 0 0 0
e 10) = G @) 510 + L @) Sr0)
0 0
= cos(@)a—ij(a?,y) + rsin(@)az(m,y) =1

On en déduit qu'il existe une fonction h : R — R de classe € telle que
Y(u,v) € R?,  F(r,0) =r+ h(6).

Finalement, comme > 0, on a 6 €] — §, 5[, donc
V(z,y) e R, f(z,y) = F(u,v) = Va2 +y2+h (Arctan (%)) ,
que ’on peut réécrire
fly) =va?+y’ +g (%) :

oll g: R — R est de classe €. Réciproquement, on vérifie que les fonctions de
cette forme sont solutions.

Exercice 11 : On utilise le changement de variable

u+v u—v)

(1,0) = (a4 v =) # o) = (525

La fonction F : R? — R donnée par F(u,v) = f((u+v)/2, (u — v)/2) est de
classe €2 et on a
of dy

0 0 0
G 120) = S (w9) - G (0,0 + G ) - 5w

- % (gi(m,y) + Z‘;(Ly)) :

On dérive une seconde fois par rapport a v. On obtient

0°F 0 (1(of of o
000V = Bz (2 (ax * ay>> (2,9) - 7 (W)

o (1[/of Of dy
+ o5 (3 (5 3y) ) o e

0 0% f 1 [ 02f 0% f
<a$2(may) + a$ay($ay)> 1 <8x3y(x’y) + W(xay))
0

82
- ay{(ac,y)) _o.
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On en déduit qu’il existe deux fonctions h, k : R — R de classe €2 telles que

Vu,v € R%, F(u,v) = h(u) + k(v).

Finalement, on obtient

Y,y R, fz,y) = h(z +y) + k(z —y).

Réciproquement, on vérifie que les fonctions de cette forme sont solutions.

Exercice 12 :

(1) Les solutions sont f(z,y) = e + 3z + C avec C € R.
(ii) Les solutions sont f(z,y) = ey + y? + C avec C € R.
(i)

(iv) Les solutions sont f(z,y) = e* + sin(xy) + C avec C € R.

Il n’y a pas se solution.

Exercice 13 : La fonction f est continue sur le fermé borné T', donc elle admet
un maximum et un minimum global sur 7.

Y

1,

On détermine les points critiques de f sur I'ouvert
U={(z,y) eR*|2>0,y>0, v +y<1}.

Apres résolution, 'application f admet un unique point critique en (1/3,1/3)

et on a 11 5
f<3’3>:27'

Les points de 0T s’écrivent (0,t), (¢,0) et (¢,1 —t) avec 0 < ¢t < 1. Or

f(t,0) = f(0,t) = f(t,1 =) =0.

On conclut que le maximum de f est 2/17 et est atteint en (1/3,1/3). Le
minimum de f est 0 et est atteint sur les points du bord de T'.

Exercice 14 : La fonction f est continue sur le fermé borné C' = [0, 7/2]?,
donc elle admet un maximum et un minimum global sur C. On détermine les
points critiques de f sur I'ouvert U =]0, 7/2[2. Aprés résolution, I’application f
admet un unique point critique en (7/3,7/3) et on a

f(ﬂf)_%@
3'3/ 8"
Les points de 9C' s’écrivent (0,t), (¢,0), (t,7/2), (7/2,t) avec 0 < t < w/2. Or

f(t,O):f(O,t)ZO

tandis que

f (t, g) =f (g,t) = sin(¢) sin (g + t) = sin(t) cos(t) = %sin(%).

On en déduit que le maximum de f sur C est 1/2 et son minimum est 0. Fina-
lement, le maximum de f est 31/3/8 et est atteint en (7/3,7/3). Le minimum
de f est 0 et est atteint sur

T T T T

0, 2] x foyu{or < o, 2] u{(3.2)}.

0.3 x ©03u0}x [0.5 22
Exercice 15 : La fonction f est continue sur le fermé borné C = [0, 1]?, donc
elle admet un maximum et un minimum global sur C'. On détermine les points
critiques de f sur I'ouvert U =0, 1[?. Aprés résolution, 'application f n’admet
pas de points critiques sur U. Les extremums de la fonction f sont donc atteints
sur 0C'. Les points de 9C s’écrivent (0,1), (£,0),(¢,1),(1,t) avec 0 <t < 1. On
a

f(,0)=f(t,1) =t>+t, f0,0) =t>—t, f(1,1)=1>—t+2.

En étudiant ces fonctions, on obtient que le maximum de f est 2 et est atteint
en (1,0) et (1,1). Son minimum est —2/(3+/3) et est atteint en (0,1/v/3).
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Exercice 16 : La fonction f est continue sur le fermé borné D, donc elle admet
un maximum et un minimum global sur D. On détermine les points critiques
de f sur 'ouvert

U={(z,y) € R? | 2® +y* < 4}.

Apres résolution, Papplication f admet un unique point critique en (0,0) et on
a f(0,0) = 0. Les points de 0C' s’écrivent (2cos(t),2sin(t)) avec 0 < ¢ < 27.
On a

f(2cos(t),2sin(t)) = 16 cos®(t) 4 16 sin? () — 8(cos(t) — sin(t))?
— —8sin?(2t) + 8sin(2t) + 8.

En posant X = sin(2t), il faut donc déterminer le maximum et le minimum
de la fonction X — —8X? +8X + 8 pour —1 < X < 1. Aprés une étude de
fonction, on en déduit que le maximum de f est 10 et est atteint en

(cos () sin (7)) 5T gin (X
cos { 15 )sin{15) ) cos | 75 | sin| o )
137 ) 137 177 . 177
cos | —— | ,sin | —— et cos | —— | ,sm | —— .
12 12 12 12
Le minimum de f est —8 et est atteint en

(£9) « (29)

27 2 27 2

Exercice 17 : La fonction f est continue sur le fermé borné D, donc elle admet
un maximum et un minimum global sur D.

)

—1

On détermine les points critiques de f sur I'ouvert
U={(z,y) eR?*| 22 —1<y<1-2%}

Apres résolution, Papplication f admet un unique point critique en (0,0) et on
a f(0,0) = 0. Les points de 9T s’écrivent (t,1—t2) et (¢,#2—1) avec —1 <t < 1.
Or

ft,t2=1)=1 et f(t,1—t})=t*—22+1.

En étudiant la seconde fonction, on conclut que le maximum de f est 1 et est
atteint sur
{t,t? —1) e R* | -1 <t <1} U{(0,1)}.

Le minimum de f est 0 et est atteint en (0,0).
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Exercice 18 : On peut supposer qu’une des sommets du triangle se trouve en
(1,0). Un triangle sur le cercle ¥ peut se représenter par

On introduit donc 'ensemble fermé borné
T={(a,f) eR?|0< a<f<2n}.

Le périmeétre du triangle dessiné ci-dessus est donné par

fla,8) =2 <sin (%) +sin <ﬁ;a> +sin <§)> .

La fonction f est continue sur le fermé borné T', donc elle admet un maximum
et un minimum global sur T". On détermine les points critiques de f sur I’ouvert

U={(a,f) eR*|0< a<f <2}
Apres résolution, 'application f admet un unique point critique en (27 /3, 47/3)
et on a
f 2 4w _ 3\/3
3'3) 27
Les points de 9T s’écrivent (t,t), (0,t) (¢,27) avec 0 < t < 27. Or

Ft.0) = £0.0) = fit.27) =250 (5) < 5.

donc le maximum de f est 3v/3/2 et est atteint en (27/3,47/3). En revenant
au probléme de départ, on trouve que les triangles inscris dans le cercle unité de
périmétre maximal sont les triangles équilatéraux. Leur périmétre vaut 3v/3/2.
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