Sup Tsi - Cours de mathématiques

X. Limites

1 Fonctions d’une variable réelle a valeurs réelles

Définition 1. Une fonction f a valeurs réelles définie sur un intervalle I C R fait correspondre a tout
x € I un unique réel f(x) appelé image de x par la fonction f.
On note F(I,R) l’ensemble des fonctions a valeurs réelles définies sur un intervalle I C R.

L’ensemble f(I) = {f(z) / = € I} étant une partie de R, on peut définir la notion de fonction majorée,
minorée et bornée.

Définition 2. Une fonction f € F(I,R) est dite :
e majorée sur I s’il existe un nombre réel M tel que pour tout x € I on a f(x) <
e minorée sur I s’il existe un nombre réel m tel que pour tout x € I on a f(x) >
e bornée sur I si elle est a la fois majorée et minorée.

M.
m.

Exercice 1. Montrer que la fonction f définie par f(x) =

2 pour tout x € R est bornée sur R.
T

Définition 3. Etant donnée une fonction f € F(I,R), on appelle :
=supf = { sup({f(z) / @ € I}) si f est majorée
I

e borne supérieure de la fonction f sur I, supf(x) oo sinon

zel
e borne inférieure de la fonction f sur I, inf f(z) = inff = { mf({f.(x) [ @€ I}) sif est minorce )
zel I —00 sinon

Exercice 2. Déterminer les bornes inférieures et supérieures sur R de la fonction f définie par f(x) =

P pour tout x € R.

Définition 4. Etant donnée une fonction f € F(I,R) et a €I, on dit que :
— [ admet un maximum sur I ena si f(x) < f(a) pour tout x € I et on note ma;cf(x) = m}axf = f(a).
TE
— [ admet un minimum sur I en a si f(z) > f(a) pour tout x € I et on note ml?f(x) = mlinf = f(a).
re
On dit que f admet un extremum sur I en a si f admet un maximum ou un minimum sur I en a.

Remarque 1. Si une fonction f admet un mazimum sur I en a alors ce mazimum est la borne supérieure

de f sur 1.

Exercice 3. Déterminer s’ils existent les extrema sur Ry, R_ et [=3;3] de la fonction f définie par
f(z) =223 + 322 — 122 + 1 pour tout x € R.

Définition 5. Opérations sur les fonctions

Etant données deux fonctions f,g € F(I,R) ainsi qu’un nombre réel X\, on note :
o f+g la fonction définie par (f + g)(x) = f(z) + g(x) pour tout x € 1.
e \f la fonction définie par (A\f)(x) = Af(x) pour tout x € I.
e [ x g la fonction définie par (f x g)(z) = f(z) x g(x) pour tout z € I.

Remarque 2. On peut étendre la définition a la différence et au quotient si la fonction au dénominateur
ne s’annule pas sur I.
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Exercice 4. Montrer que le produit de deux fonctions bornées sur I est une fonction bornée sur I.

Définition 6. Etant données deux fonctions f,g € F(I,R), on note f < g si pour tout x € I on a

fz) < g().

Définition 7. Etant données deuz fonctions f,g € F(I,R), on note :
o |f] la fonction définie par |f|(x) = |f(x)| pour tout x € I.
e sup(f,g) la fonction définie par sup(f,g)(z) = max(f(z),g(x)) pour tout x € I.
o inf(f,g) la fonction définie par inf(f,g)(xz) = min(f(z), g(x)) pour tout x € I.

Exercice 5. On considére les fonctions f et g définies par f(x) =2 —x et g(x) = 3 — 2z pour tout x € R.
Représenter graphiquement les fonctions f, g, |f], sup(f,g) et inf(f,g).

Définition 8. Une fonction f € F(I,R) est dite :
e constante sur I si pour tous z,y € I on a f(z) = f(y).
e croissante (strictement croissante) sur I si pour tous x,y € I avec x <y on a f(z) < f(y) (avec

z<yonaf(r)<fy)

e décroissante (strictement décroissante) sur I si pour tous x,y € I avec x < y on a f(x) = f(y)

(avec © <y on a f(x) > f(y)).
e monotone sur I si elle est croissante ou décroissante sur I .

Exercice 6. Etudier le sens de variation de la fonction f définie par f(x) = 2% — 3z + 2 pour tout x € R.

Exercice 7. Montrer que la somme de deux fonctions croissantes est une fonction croissante. Le produit
de deuzx fonctions croissantes est-il une fonction croissante ¢

Propriété 1. On considére deux fonctions f € F(I,J) et g € F(J,R) alors :
— si f est croissante sur I et g est croissante sur J ou si f est décroissante sur I et g est décroissante
sur J alors go f est croissante sur I.
— si f est croissante sur I et g est décroissante sur J ou si f est décroissante sur I et g est croissante
sur J alors go [ est décroissante sur 1.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 8. Etudier le sens de variation de la fonction f définie par f(x) = pour tout x € R.

241

Définition 9. Une fonction f € F(I,R) avec I symétrique par rapport a 0 est dite :
e paire si pour tout x € I on a f(—x) = f(x).
e impaire si pour tout x € I on a f(—z) = —f(x).

Exemple 1. La fonction carré est paire et la fonction cube impaire.

Définition 10. Une fonction f € F(R,R) est dite périodique s’il existe un réel T appelé période de la
fonction f si pour tout v € R on a f(x+T) = f(z).

Exemple 2. Les fonctions sinus et cosinus sont 2mw-périodiques.

Exercice 9. Montrer que la somme de deux fonctions T-périodiques est une fonction T -périodique.
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2 Limite d’une fonction

Définition 11. On dit qu’un fonction de variable réelle a valeur réelles est définie au voisinage de a € R
si il existe un réel § > 0 tel que f soit définie sur |a;a + o[, sur Ja — &;a[ ou sur|a —d,a+ d].

Exercice 10. Montrer que la fonction In est définie au voisinage de 1 et au voisinage de 0.

Définition 12. On dit qu’une fonction de variable réelle a valeur réelles est définie au voisinage de +00
si 1l existe un réel M tel que f soit définie sur |M;+oo[ et on dit que f est définie au voisinage de —oo si
il existe un réel M tel que f soit définie sur ] — oo; M|

Exercice 11. Montrer que la fonction f : x + In(x? — 3) est définie au voisinage de +oc.

Définition 13. Limite finie en une valeur finie
On considére une fonction f € F(I,R) définie au voisinage de a € R, on dit que :
o f admet une limite [ € R en a si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que |f(z) — 1| < esixz €l et
|z —a| < 9§, on note alors ili]fé f(z) =1

e f admet une limite [ € R a gauche en a si pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que |f(z) — 1| < € si
v€l, |x—al<detx<aetonnote lim f(x) =1

r<a

e f admet une limite [ € R a droite en a si pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que |f(x) — 1| < € si
el |z —al<detx>aeton note lim f(x) =1

r>a

Propriété 2. Si une fonction admet une limite finie alors celle-ci est nécessairement unique.
Démonstration. Exigible - On raisonne par ’absurde en posant €; = €5 = @ et § = min(dy, d2). O

Remarque 3. Si f admet une limite | en a elle admet a fortiori une limite | a gauche en a et une limite |
a droite en a.

Contre-exemple 1. La fonction f: R — R admet une limite a gauche et a droite en

0 si x#0
v { 1 st =0
0 mais n’admet pas de limite en 0.
Remarque 4. Une fonction f tend versl en a si et seulement si la fonction f —1 tend vers 0 en a.
Propriété 3. Si une fonction f € F(I,R) admet une limite en a € I alors lil)n f(z) = f(a).
x a

Démonstration. Exigible - On montre que |f(a) — [| < € pour tout € > 0. O

Exercice 12. Montrer que la fonction partie entiére n’admet pas de limite en 0 mais qu’elle admet une
limite a gauche et une limite a droite en 0.

Propriété 4. Montrer qu’une fonction admettant une limite finie en a est bornée au voisinage de a.

Démonstration. Exigible. O

Exercice 13. Montrer que toute fonction admettant une limite finie strictement positive en a est minorée
par un nombre strictement positif au voisinage de a.

Définition 14. Limite infinie en une valeur finie
On considére une fonction f € F(I,R) définie au voisinage de a € R, on dit que :
o f tend vers +00 en a si pour tout M € R il existe 6 > 0 tel que f(x) > M siz €l et |x —a| <0, on
note alors ilgr}l f(x) = +oo.
e f tend vers —oo en a si pour tout M € R il existe 0 > 0 tel que f(z) < M six €[ et |x —al <6, on
note alors :lg% f(z) = —o0.
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Remarque 5. On peut également définir les limites infinies a4 gauche ou a droite de a.

Remarque 6. Une fonction f tend vers +00 en a si et seulement si la fonction —f tend vers —oo en a.
1

Exercice 14. Montrer que la fonction f:x + — lend vers +00 en 0 a droite el a gauche.
x

Définition 15. Limite finie en 1’infini
On considére une fonction f € F(I,R) définie au voisinage de +00 ou —oo, on dit que :
o f tend versl en +oo si pour tout € > 0 il existe M € R tel que |f(x) —l|<esiz el etx > M, on
note alors lim f(x) = a.
T—+00

o f tend versl en —oo si pour tout € > 0 il existe M € R tel que |f(x) —l| <esixz el etx <M, on
note alors lim f(x) = a.
Tr—r—00

Définition 16. Limite infinie en 1’infini
On considére une fonction f € F(I,R) définie au voisinage de +00 ou —oo, on dit que :
o f tend vers 400 en +oo si pour tout M € R il existe N € R tel que f(x) > M sizx €l etx > N, on
note alors lim f(x) = +o0.
T—r+00

e f tend vers —oo en +oo si pour tout M € R il existe N € R tel que f(x) < M siz €Il etx > N, on
note alors lim f(z) = —oc.
T—r+00

Exercice 15. Donner la définition d’une fonction [ tendant vers —oo en —oo.

3 Opérations sur les limites, comparaison des limites

Propriété 5. Limites et opérations
On considére deux fonctions f,g € F(I,R) définies au voisinage de a € R telles que lim f(z) =1 € R et

Tr—a
lim g(z) = Iy € R, alors :
r—a

e [a fonction f + g admet Iy + ly pour limite en a.
e la fonction f X g admet l1 X lo pour limite en a.

Démonstration. Exigible - On remarque que |[f(z)+g(z)] = [l1 + 12| < |f(x) =11+ |g(x) — 2] et | f(x)g(x) —
Lio| < [[f(2) — l]g(@)] + [li[g(z) — Lo]|. O

Remarque 7. On peut étendre la propriété a la différence et au quotient si la fonction au dénominateur
ne s’annule pas et si sa limite est non nulle.

On admet que comme pour les suites, on peut démontrer les autres propriétés des opérations sur les
limites.

Exercice 16. Résumer dans des tableaux les propriétés des opérations sur les limites.

Propriété 6. Composition de limites
On considére deuz fonctions f € F(I,J) et g € F(J,R) telles que lii)n flz)=beR et lirr%)g(x) =leR
T—a xr—

alors la fonction go f € F(I,R) admet | pour limite en a.
Démonstration. Exigible. O
Exercice 17. Déterminer la limite de la fonction f : x + In(z? + 1) en 0.

Propriété 7. Image d’une suite par une fonction

On consideére une fonction f € F(I,R) définie au voisinage de a € R et admettant une limite en a ainsi

qu’une suite (up)nen @ valeurs dans I qui converge vers a alors la suite (f(uy))nen converge vers lim f(x).
r—a

Démonstration. Exigible. O
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1
Exercice 18. Montrer que la fonction f : x — sin <—> n’admet pas de limite en 0.
T

Propriété 8. Comparaison de limites
On considére deuz fonctions f,g € F(I,R) définies au voisinage de a € R telles que lim f(x) =1 € R et
r—a

lim g(z) =1y € R, si f(z) < g(z) pour tout x € I alors l; < la.
r—a

Démonstration. Exigible - On raisonne par ’absurde en posant €; = €5 = % et § = min(dy, d2). O

Exercice 19. La propriété est-elle encore vérifiée si on remplace les inégalités par des inégalités strictes ?

4 Théoremes d’existence de limites

Théoréme 1. Théoréme d’encadrement
On considére trois fonctions f,g,h € F(I,R) définies au voisinage de a € R, alors :
o si f(z) < g(x) < h(z) pour tout x € I et lim f(z) = lim h(z) =1 alors lim g(z) = 1.
T—a Tr—a T—a

o si f(x) < g(z) pour tout x € I et ;gré f(z) = +o0 alors ilgég(x) = +o00.
o si f(z) < g(x) pour tout x € I et ilgég(x) = —oo alors ilgé f(z) = —o0.
Démonstration. Exigible. O
sinz

Exercice 20. Déterminer la limite en +o0o de la fonction f : x>

Théoréme 2. Théoréme de la limite monotone
On considére une fonction f o valeurs réelles croissante définie au voisinage de +00, alors :
e si la fonction f n’est pas majorée on a lim f(x) =supf = +o0.
T—r+00 T

e sila fonction [ est majorée on a lim f(x)=supf =1¢€R.
T—>+00 T
Démonstration. Hors-programme. O

Remarque 8. Ce théoréme peut s’étendre aux fonctions décroissantes et a des limites en —oo ou en a € R.

5 Continuité d’une fonction

Définition 17. Une fonction f € F(I,R) admettant une limite finie en a € I est dite continue en a, on
a alors lim f(x) = f(a). Une fonction continue en tout point de I est dite continue sur I, on note C(I,R)
Tr—a

l’ensemble des fonctions a valeurs réelles continues sur I.
Remarque 9. Une fonction dont la représentation graphique peut se tracer sans lever le crayon est continue.

Exemple 3. On admet que les fonctions usuelles (fonctions puissances, exponentielles, logarithmes, circu-
laires) sont continues sur leurs intervalles de définition.

Exercice 21. Les fonctions valeur absolue et partie entiére sont-elles continues sur R ¢

Définition 18. Une fonction [ a valeurs réelles définie au voisinage de a € R mais pas en a et admettant
des limites finies a gauche et o droite en a €gales peut se prolonger en une fonction f continue en a appelée

o Ims@ =lim f@) siv=a
prolongement par continuité de la fonction f définie par f(z) = ¢ z<a z>a

f(zx) six#a .

1
Exercice 22. Montrer que la fonction f:x+— e =2 peut se prolonger par continuité sur R.
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Propriété 9. Continuité et opérations
On considére deuz fonctions f,g € C(I,R), alors les fonctions f + g et f X g sont continues sur I.

Démonstration. Exigible. O

Remarque 10. On peut étendre la propriété a la différence et au quotient si la fonction au dénominateur
ne s’annule pas.

Propriété 10. Composition de fonctions continues
On considére deux fonctions f € C(I,J) et g € C(J,R), alors la fonction go f est continue sur I.

Démonstration. Exigible. O

Propriété 11. On considére deuz fonctions f,g € C(I,R), alors les fonctions |f|, sup(f,g) et inf(f,g) sont
continues sur 1.
_fHg+lf—4l

Démonstration. Exigible - On remarque que sup(f,g) = — et inf(f, g)

_ftg—If—4
S

O

6 Propriétés des fonctions continues

Théoreme 3. Théoreme des valeurs intermédiaires
On considére une fonction f a valeurs réelles continue sur [a,b], alors pour tout réely € [f(a), f(b)] il existe
xo € [a,b] tel que f(xg) =y.

10 P

Y R ———

S

Démonstration. Hors-programme - On consideére la borne supérieure de 'ensemble {x € [a,b]/f(z) <y}. O

Remarque 11. On en déduit qu’une fonction f a valeurs réelles continue sur [a,b] telle que f(a) et f(b)
soient de signes contraires s’annule au moins une fois sur l'intervalle [a, b].

Exercice 23. Montrer que ’équation z° = 5(x — 1) admet une unique solution réelle et en donner un
encadrement a ['unité.

Propriété 12. L’image directe d’un intervalle par une fonction continue a valeurs réelles est un intervalle,
ltmage directe d’un segment par une fonction continue a valeurs réelles est un segment.

Démonstration. Hors-programme. ]

Exercice 24. Déterminer l'image directe de lintervalle | — 1;2] puis du segment [—1;2] par la fonction
carré.
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Théoréme 4. Théoreéme de la bijection

Une fonction a valeurs réelles continue et strictement monotone sur un intervalle I est une bijection de
I dans f(I), son application réciproque est continue et strictement monotone sur f(I) de méme sens de
variation que f.

Démonstration. Hors-programme. O

Exercice 25. Montrer que la fonction cosinus est bijective de [—m; 0] dans [—1; 1] et préciser son application
réciproque.

7 Relations de comparaison

Définition 19. On considére deuz fonctions a valeurs réelles f et g définies sur un voisinage V de a € R,
on dit que :

e la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de a et on note f = O(g) s’il existe une
a

fonction o définie sur V telle que f = ag avec o bornée sur V.
e la fonction [ est négligeable devant la fonction g au voisinage de a et on note f = o(g) s’il existe
a

une fonction o définie sur V telle que f = ag avec lim o = 0.
Tr—a
e la fonction f est équivalente a la fonction g au voisinage de a et on note f ~ g s’il existe une
a

fonction o définie sur V telle que f = ag avec lim o = 1.
Tr—a

Remarque 12. Si la fonction g ne s’annule pas sur )V, ceci revient a dire que la fonction = est bornée sur

V, tend vers 0 ou tend vers 1 en a.
Remarque 13. Si f = o(g) ou f ~ g alors f = O(g).
a a a
Remarque 14. f ~ g équivaut a f — g = o(g).
a a

Exemple 4. z = o(2?) et 22 = o(x).
400 0
Exercice 26. Que signifie pour une fonction f a valeurs réelles que f = 0(0), que f = o(1) ou que f ~1
a a a
avecl € R ?

Exercice 27. Montrer que si f ~ g alors les fonctions a valeurs réelles f et g ont méme signe au voisinage
a

de a.
Propriété 13. On considére trois fonctions f,g et h a valeurs réelles définies au voisinage de a € R :
e si f~galors g~ f. (symétrie)
a a
e si fr~getgnr~ halors f~ h. (transitivité)
a a a
Démonstration. Exigible. O
Propriété 14. Equivalent d’un produit et d’un quotient

On considére quatre fonctions fi, fo,q1 et ga & valeurs réelles définies sur un voisinage V de a € R avec

f1~ g1 et fo ~ go alors fifa ~ g192 et % ~ L i les fonctions fy et go ne s’annulent pas sur V.
a a a 2 a 92

Démonstration. Exigible. O

202 — 1

Exercice 28. Déterminer la limite de la fonction [ :x— ————
e +r+1

en +oo en utilisant les équivalents.

Exercice 29. Peut-on étendre la propriété a la somme ou a la différence de deux fonctions ?
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Propriété 15. Comparaison des fonctions usuelles

On considere a,a, 8 € RY, alors :

1
o = B «a == e
e (Inz) = o(z”) et |Inzx| - O<x5)

1
o % = o(a”) sia>1et a* = 0(—> sia<1.
400 400 xr

Démonstration. Exigible - On utilise les croissances comparées des fonctions usuelles (Chap II). U

8 Limite d’une fonction a valeurs complexes

Définition 20. Une fonction f a valeurs complexes définie sur un intervalle I C R fait correspondre a tout
x € I un unique complexe f(x) appelé image de x par la fonction f.
On note F(I,C) l’ensemble des fonctions a valeurs complezes définies sur un intervalle I € R.

Exercice 30. La fonction f :x — €' est une fonction a valeurs complexes, la représenter graphiquement
au moyen d’une courbe paramétrée.

Remarque 15. Etant donnée une fonction f a valeurs complexes on peut définir les fonctions a valeurs
réelles Re(f), Im(f) et |f]| et la fonction a valeurs complezes f.

Exercice 31. Euxpliciter Re(f), Im(f) et |f| pour f : x> e'®.
On peut définir la notion de fonction a valeurs complexe bornée.

Définition 21. Une fonction f a valeurs complexes est dite bornée si la fonction a valeurs réelles |f| est
magjorée.

Exercice 32. Interpréter graphiquement la notion de fonction a valeurs complexes bornée.
On peut définir la notion de limite d’une fonction a valeurs complexes.

Définition 22. Une fonction f a valeurs complexes définie au voisinage de a € R admet une limite | € C
st la fonction a valeurs réelles |f — 1| tend vers 0 en a.

Exercice 33. Etudier la limite de la fonction f: x> e en 0.

Propriété 16. Une fonction f & valeurs complezes définie au voisinage de a € R admet une limite l € C si
et seulement si les fonctions a valeurs réelles Re(f) et Zm(f) tendent respectivement vers Re(l) et Zm(l)
en a.

Démonstration. Exigible - On remarque que |f — | = \/[Re(f) — Re(1)]2 + [Zm(f) — Zm(1)]%. O

Exercice 34. Etudier la limite de la fonction f:x s € en 0.

Corollaire 1. Une fonction f & valeurs complexes définie au voisinage de a € R admettant une limite | € C
est bornée au voisinage de a.

Démonstration. Exigible - On remarque que la fonction |f| tend vers || en a. O

On peut également effectuer des opérations sur les limites :

Propriété 17. On considére deux fonctions f,g € F(I,C) définies au voisinage de a € R telles que
lim f(z) =1; € C et lim g(x) = l2 € C, alors :
r—a r—a

e la fonction f+ g admet Iy + lo pour limite en a.

e la fonction f X g admet l1 X lo pour limite en a.

Démonstration. Exigible - On remarque que |[f(z)+g(z)] —[l1 +12]| < |f(x)—11]|+|g(x) — 2] et | f(x)g(x) —
Lio| < [[f(2) — h]g(@)] + [li[g(z) — Lo]|. O

On peut également définir I’ensemble C(I,C) des fonctions a valeurs complexes continues sur I.
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