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Exercice 1:  Sismographe  
 

Etude théorique du comportement du système 
  

Question 1:  Faire le bilan des actions mécaniques extérieures s’appliquant au système 

« masse » et donner leur expression.  

 

Gravité : 𝑃⃗ = −𝑚𝑔𝑧  

Force de rappel du ressort : 𝐹𝑟⃗⃗⃗⃗ = 𝑘𝛿(𝑡)𝑧 = 𝑘[𝑢(𝑡) − 𝑧(𝑡) + 𝛿𝑖]𝑧             ATTENTION AU SIGNE ICI 

Force de frottement visqueux : 𝐹𝑣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −ℎ𝑣(𝑡)𝑧  

 

Remarque : pour convaincre les élèves, faire les 4 schémas suivants et montrer que le signe – 

n’apparaît que si on allonge le ressort dans le sens du vecteur définissant la convention de direction 

(sens) 
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Question 2:  Déterminer l’équation différentielle  du mouvement de la masse exprimée 

selon la variable 𝒛. 

 

Appliquons le Principe Fondamental de la Dynamique au système « Masse » dans le référentiel 

terrestre supposé Galiléen. 

 

𝑃⃗ + 𝐹𝑟⃗⃗⃗⃗ + 𝐹𝑣⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝑚𝑎  

−𝑚𝑔𝑧 + 𝑘 𝛿(𝑡)𝑧 − ℎ𝑣𝑧 = 𝑚𝑎𝑧  

 

En projection sur l’axe vertical, on obtient : 

−𝑚𝑔 − 𝑘𝛿(𝑡) − ℎ𝑣 = 𝑚𝑎 

−𝑚𝑔 + 𝑘[𝑢(𝑡) − 𝑧(𝑡) + 𝛿𝑖] − ℎ𝑣 = 𝑚𝑎 

−𝑚𝑔 + 𝑘𝑢(𝑡) − 𝑘𝑧(𝑡) + 𝑘𝛿𝑖 − ℎ𝑣 −𝑚𝑎 = 0 

−𝑚𝑔 + 𝑘𝑢(𝑡) − 𝑘𝑧(𝑡) + 𝑘𝛿𝑖 − ℎ
𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
− 𝑚

𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
= 0 

𝑚𝑔 − 𝑘𝛿𝑖 + 𝑘𝑧(𝑡) + ℎ𝑧
′(𝑡) + 𝑚𝑧′′(𝑡) = 𝑘𝑢(𝑡) 

 

Question 3:  Donner l’expression de l’allongement initial 𝜹𝒊 du ressort en fonction de 

𝒎,𝒈 et 𝒌. 

 

𝑚𝑔 − 𝑘𝛿𝑖 + 𝑘𝑧(𝑡) + ℎ𝑧
′(𝑡) + 𝑚𝑧′′(𝑡) = 𝑘𝑢(𝑡) 

 

Or, avec les conditions initiales, on a : 

𝑧(0) = 𝑧′(0) = 𝑧′′(0) = 𝑢(0) = 0 

On a donc : 

𝑚𝑔 − 𝑘𝛿𝑖 = 0 

𝛿𝑖 =
𝑚𝑔

𝑘
 

Question 4:  En déduire une expression simplifiée de l’équation différentielle du 

mouvement ne faisant intervenir que 𝒛(𝒕), ses dérivées, 𝒖(𝒕) et les constantes du 

problème 

 

𝑚𝑔 − 𝑘𝛿𝑖 + 𝑘𝑧(𝑡) + ℎ𝑧
′(𝑡) + 𝑚𝑧′′(𝑡) = 𝑘𝑢(𝑡) 

𝑘𝑧(𝑡) + ℎ𝑧′(𝑡) + 𝑚𝑧′′(𝑡) = 𝑘𝑢(𝑡) 

 

Question 5:  Transposer cette équation dans le domaine de Laplace.  

 

𝑘𝑧(𝑡) + ℎ𝑧′(𝑡) + 𝑚𝑧′′(𝑡) = 𝑘𝑢(𝑡) 

Conditions initiales nulles : 

ℒ[𝑧′(𝑡)] = 𝑝𝑍(𝑝) − 𝑧(0+) = 𝑝𝑍(𝑝) 

ℒ[𝑧′′(𝑡)] = 𝑝2𝑍(𝑝) 

 

𝑘𝑍(𝑝) + ℎ𝑝𝑍(𝑝) + 𝑚𝑝2𝑍(𝑝) = 𝑘𝑈(𝑝) 
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Question 6:  En déduire la fonction de transfert du système  : 𝑯(𝒑) =
𝒁(𝒑)

𝑼(𝒑)
 

 

(𝑘 + ℎ𝑝 +𝑚𝑝2)𝑍(𝑝) = 𝑘𝑈(𝑝) 

 

𝐻(𝑝) =
𝑍(𝑝)

𝑈(𝑝)
=

𝑘

𝑘 + ℎ𝑝 +𝑚𝑝2
 

 

Réponse du système à un séisme 
 

 

𝑢(𝑡) = 𝑈0 sin(𝜔𝑡) 𝑢̂(𝑡) 

 

Question 7:  Donner l’expression de 𝑼(𝒑), transformée de Laplace de 𝒖(𝒕). 

 

𝑈(𝑝) = 𝑈0
𝜔

𝑝2 +𝜔2
 

Question 8:  En déduire l’expression de la position 𝒁(𝒑) de la masse dans le domaine 

de Laplace.  

𝑍(𝑝) = 𝐻(𝑝)𝑈(𝑝) =
𝑘

𝑘 + ℎ𝑝 +𝑚𝑝2
𝑈0

𝜔

𝑝2 +𝜔2
 

𝑍(𝑝) =
𝑘𝑈0𝜔

(𝑘 + ℎ𝑝 +𝑚𝑝2)(𝑝2 +𝜔2)
 

 

𝑍(𝑝) =
20

(𝑝2 + 3𝑝 + 2)(𝑝2 + 1)
=

20

(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)(𝑝2 + 1)
 

 

Question 9:  Proposer la forme de la décomposition en éléments simples de 𝒁(𝒑). 

Remarque : cette question est hors programme 

 

 

𝑍(𝑝) =
𝐴𝑝 + 𝐵

(𝑝2 + 1)
+

𝐶

(𝑝 + 1)
+

𝐷

(𝑝 + 2)
 

 

Question 10:  Déterminer les coefficients de la décomposition en éléments simples 

proposée. 

 

𝑍(𝑝) =
𝐴𝑝 + 𝐵

(𝑝2 + 1)
+

𝐶

(𝑝 + 1)
+

𝐷

(𝑝 + 2)
 

 

𝑍(𝑝) =
𝐴𝑝2 +𝐵𝑝 + 𝐴𝑝 + 𝐵 + 𝐶𝑝2 + 𝐶

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)
+

𝐷𝑝 + 𝐷

(𝑝 + 2)(𝑝 + 1)
 

 

𝑍(𝑝) =
(𝐴 + 𝐶)𝑝2 + (𝐴 + 𝐵)𝑝 + (𝐵 + 𝐶)

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)
+

𝐷𝑝 + 𝐷

(𝑝 + 2)(𝑝 + 1)
 

 



Dernière mise à jour TD Denis DEFAUCHY 

17/09/2016 SLCI – Cours 1 TD1 - Correction 

 

Page 4 sur 8 
 

𝑍(𝑝)

=
(𝐴 + 𝐶)𝑝3 + (𝐴 + 𝐵)𝑝2 + (𝐵 + 𝐶)𝑝 + 2(𝐴 + 𝐶)𝑝2 + 2(𝐴 + 𝐵)𝑝 + 2(𝐵 + 𝐶) + 𝐷𝑝3 +𝐷𝑝2 + 𝐷𝑝 + 𝐷

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)
 

 

𝑍(𝑝) =
(𝐴 + 𝐶 + 𝐷)𝑝3 + (3𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷)𝑝2 + (2𝐴 + 3𝐵 + 𝐶 + 𝐷)𝑝 + (2𝐵 + 2𝐶 + 𝐷)

(𝑝2 + 1)(𝑝 + 1)(𝑝 + 2)
 

 

{

𝐴 + 𝐶 + 𝐷 = 0
3𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 0
2𝐴 + 3𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = 0
2𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 20

 

 

{

𝐴 + 𝐶 + 𝐷 = 0
3𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 0
2𝐴 + 3𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = 0
2𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 20

 

 

{

𝐴 = −𝐶 − 𝐷
−3𝐶 − 3𝐷 + 𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 0
−2𝐶 − 2𝐷 + 3𝐵 + 𝐶 + 𝐷 = 0

2𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 20

 

 

{

𝐴 = −𝐶 − 𝐷
−𝐶 − 2𝐷 + 𝐵 = 0
−𝐶 − 𝐷 + 3𝐵 = 0
2𝐵 + 2𝐶 + 𝐷 = 20

 

 

{

𝐴 = −𝐶 − 𝐷
𝐵 = 𝐶 + 2𝐷

−𝐶 − 𝐷 + 3𝐶 + 6𝐷 = 0
2𝐶 + 4𝐷 + 2𝐶 + 𝐷 = 20

 

 

{

𝐴 = −𝐶 − 𝐷
𝐵 = 𝐶 + 2𝐷
2𝐶 + 5𝐷 = 0
4𝐶 + 5𝐷 = 20

 

 

{
 
 

 
 
𝐴 = −𝐶 − 𝐷
𝐵 = 𝐶 + 2𝐷
2𝐶 + 5𝐷 = 0

𝐶 = 5 −
5

4
𝐷

 

 

{
 
 
 

 
 
 𝐴 = −5+

5

4
𝐷 − 𝐷

𝐵 = 5 −
5

4
𝐷 + 2𝐷

10 −
5

2
𝐷 + 5𝐷 = 0

𝐶 = 5 −
5

4
𝐷
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{
 
 
 

 
 
 𝐴 = −5 +

1

4
𝐷

𝐵 = 5 +
3

4
𝐷

10 +
5

2
𝐷 = 0

𝐶 = 5 −
5

4
𝐷

 

 

{
  
 

  
 𝐴 = −5 +

1

4
𝐷

𝐵 = 5 +
3

4
𝐷

𝐷 = −4

𝐶 = 5 −
5

4
𝐷

 

 

{

𝐴 = −5− 1
𝐵 = 5 − 3
𝐷 = −4
𝐶 = 5 + 5

 

 

{

𝐴 = −6
𝐵 = 2
𝐷 = −4
𝐶 = 10

 

 

𝑍(𝑝) =
−6𝑝 + 2

(𝑝2 + 1)
+

10

(𝑝 + 1)
−

4

(𝑝 + 2)
 

 

Vérifié pour les valeurs 𝑝 = 0 et 𝑝 = 1. 
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Question 11:  En déduire le mouvement temporel de la masse.  

 

𝑍(𝑝) = [
−6𝑝 + 2

(𝑝2 + 1)
+

10

(𝑝 + 1)
−

4

(𝑝 + 2)
] 

 

𝑍(𝑝) = [−6
𝑝

(𝑝2 + 1)
+ 2

1

(𝑝2 + 1)
+ 10

1

(𝑝 + 1)
− 4

1

(𝑝 + 2)
] 

 

𝑧(𝑡) = [−6 cos(𝑡) + 2 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

∀𝑡 > 0 

 

Question 12:  Vérifier que cette solution convient.  

 

𝑍(𝑝) =
20

(𝑝2 + 3𝑝 + 2)(𝑝2 + 1)
=

2

(𝑝2 + 3𝑝 + 2)

10

(𝑝2 + 1)
= 𝐻(𝑝)ℒ[10 sin(𝑡) 𝑢̂(𝑡)] 

 

Equation différentielle associée à 𝐻(𝑝) =
2

(𝑝2+3𝑝+2)
 

  

2𝑧(𝑡) + 3
𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
+
𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
= 2𝑢(𝑡) 

 

𝑢(𝑡) = 10 sin(𝑡) 𝑢̂(𝑡) 

 

𝑧(𝑡) = [−6 cos(𝑡) + 2 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
= [6 sin(𝑡) + 2 cos(𝑡) − 10𝑒−𝑡 + 8𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
= [6 cos(𝑡) − 2 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 16𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

 

2𝑧(𝑡) + 3
𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
+
𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
= 

[−12 cos(𝑡) + 4 sin(𝑡) + 20𝑒−𝑡 − 8𝑒−2𝑡 + 18 sin(𝑡) + 6 cos(𝑡) − 30𝑒−𝑡 + 24𝑒−2𝑡 + 6cos(𝑡)

− 2 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 16𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

 

20 sin(𝑡) 𝑢̂(𝑡) = 2𝑢(𝑡) 

 

On a donc bien : 

2𝑧(𝑡) + 3
𝑑𝑧(𝑡)

𝑑𝑡
+
𝑑2𝑧(𝑡)

𝑑𝑡2
= 2𝑢(𝑡) 
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Question 13:  En déduire l’expression de la courbe tracée sur le cylindre 

enregistreur 𝒉(𝒕) 

 

ℎ(𝑡) = 𝑧(𝑡) − 𝑢(𝑡) 

ℎ(𝑡) = [−6cos(𝑡) + 2 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) − 10 sin(𝑡) 𝑢̂(𝑡) 

ℎ(𝑡) = [−6 cos(𝑡) − 8 sin(𝑡) + 10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

 

Question 14:  Montrer que cette solution est caractérisée par une réponse en régime 

transitoire 𝒉𝒕(𝒕) et une réponse en régime permanent 𝒉𝒑(𝒕) que vous expliciterez 

 

 

ℎ(𝑡) = [10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) + [−6 cos(𝑡) − 8 sin(𝑡)]𝑢̂(𝑡) 

ℎ(𝑡) = ℎ𝑡(𝑡) + ℎ𝑝(𝑡) 

 

ℎ𝑡(𝑡) = [10𝑒−𝑡 − 4𝑒−2𝑡]𝑢̂(𝑡) 

ℎ𝑝(𝑡) = [−6 cos(𝑡) − 8 sin(𝑡)]𝑢̂(𝑡) 
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Tracés des solutions 
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