Derniére mise a jour TD Denis DEFAUCHY
02/04/2020 Statique TD1 - Correction

Actions mécaniques

Exercice 1: Vanne a guillotine
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Calcul intégral

Question 1: Donner I’expression de I’élément de force de s’appliquant sur une petite
surface dS de la surface S résultant de I’action du fluide sous pression sur la plaque en
fonction de la pression P, de I’élément de surface dS et d’un vecteur unitaire

dRy = —PdSn = —PdS(—y) = PdSy
Question 2: Donner I’expression de I’élément de force dR, s’appliquant sur une petite

surface dS de la surface S résultant de I’action de I’air sur la plaque en fonction de la
pression Py, de I’élément de surface dS et d’un vecteur unitaire

dRa == _Pod.sr_l) = _Pods}-;
Question 3: En déduire I’expression de I’élément de force dR s’appliquant sur une
petite surface dS de la surface S résultant la somme des actions du fluide d’un c6té et
de I’air de I"autre sur la plaque en fonction de la différence de pression AP =P — P,

entre le fluide et I’air, de I’élément de surface dS et d’un vecteur unitaire

dR = dR, + dR; = PdSy — PydSy = (P — Py)dSy = APdSy
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-
Question 4: En déduire I’expression littérale de la résultante R de la pression sur la
surface de la plaque mobile soumise au fluide sous pression en fonction de a, h, AP et

—

y

ﬁ:fﬁ’:fAPidS:APﬁde:APahy
S S

Question 5: Donner I’expression du petit moment dMo(ﬁ) en O créé par I’élément
de force dR appliqué en un point courant M de coordonnées x et z en fonction de AP,

— —
X,z xetz

dMy(dR) = OMAAR = (x¥ + zZ)AAPdSY = xAPZdS — zAPEdS

dMo (dR) = AP(xZ — zX)dS

Question 6: En déduire I’expression littérale du moment Mo(l_i)) de la pression sur la
surface de la plague mobile soumise au fluide sous pression en fonction de a, h, AP et

—

X

a

2 0
My(dR) = f dMy (dR) = f f AP(xZ — zX) dxdz
_2 -h

Attention au sens des bornes !

0
MO(E?)) = AP fxdxdz Z—
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M,(dR) = AP f dz
-h
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My(dR) = AP h[ ]% Z—(—
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N———
=

— h2
My(dR) = —APa (— 7) X

APah2
Mo(dR) =

Page 2 sur 17



Derniére mise a jour TD Denis DEFAUCHY
02/04/2020 Statique TD1 - Correction

Question 7: En déduire le torseur de I’action de la pression de I’air et du fluide sous
pression sur la plaque mobile en O en fonction de a, h et AP

21 B
Tyos} = {APah? ¢ = 2
{ P S} Lf APah 0
2 0 0 o/,

Exploitation de centres géométriques

Question 8: Donner les coordonnées X, Y;etZ; du centre géométrique G de la surface
. by . . . ~ - = —>
soumise a la pression du fluide sous pression dans le repére (0,X,y,2)

Du fait des symétries de la surface étudiée :

XG:0
YG:0
7 h
¢ 2

Question 9: En exploitant les résultats du cours, donner le torseur de |’action de la
pression du fluide sous pression sur la plaque en son centre G

Répartition de pression uniformément répartie sur surface plane :
Pahy
{Trs) = {P29)
0 Jg

Question 10: Faire de méme pour I’action de I’air de I’autre coté de la plaque

(T} = {0}
0 Jg

Question 11: En déduire le torseur de I’action totale des fluides sur la plague mobile
en son centre G

{Tyos}t = {Tros) + {Taus} = {P ahy — Poahil} _ {APahy}
0 G 0 Jg

Question 12: Donner finalement I’expression de ce torseur en O

0
I h
. APahy 2
{Tyos} = {APahy} = { APah? cqfd
0 Jg x
2 0

h?aAP . h?aAP

2 VT X

— =g - = h - -
Mo(R) = Mg(R) + OGAR = —5ZNAPahy = —
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Exercice 2: Cerf-volant

yA
c y
D |
0 Bf4 X
Y
b -
0O «—» X
X
“«— 4‘4—“'
a a

Question 1: Déterminer les coordonnées du centre géométrique du triangle ci-dessus
en fonction de Xet?Y

dS = dxdy
4
2
X v Y x(y)
ds = f f dydx = f f dxdy
S x=07y=0 y=0Jx=0
Y
y(x):Y—§x=}(X—x)
1 X <(X-x) 1 rX Y Yy X "
XG——jde=—j f xdydx = — x<—(X—x)>dx=— (Xx — x%)dx
S S S x=07y=0 S x=0 X XS x=0
R S B v (x3 X3 _YX3(1 1)_2YX2_1
¢7xs|"2 3| “xs\2 3) xs\z2 3/ xve 3
Y 2
1 1% x& 1 (%1 Yz ¥ )
YG=—jde=— ydydx=—f —(—(X—x)) dx = (X —x)“dx
S N S x=07y=0 S x=02 X 2X%S x=0
Yz X Y2 S 2vz x3 1
Y = —— X? — 2xX + x?)dx = X°x—xX+—| ==———==
G ZXZS_Lzo( XX +x7)dx ZXZS[ T Ty 3 3
X 1X
673
Y, —1Y
6§73

Rq : pour cette seconde intégrale, il est plus simple d’inverser les bornes en intégrantde 0 a Y et de 0
ax(y)
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Question 2: En déduire les coordonnées X; et Y; du centre géométrique G du cerf-

volant complet en fonction de a, b et c

On a donc les 4 centres des triangles :

ocCh — 1 OCB — 2 OAD — 3 OAB — 4
a a 3 _ a _a
Xé:—g Xézg XG__§ Xg—g
1€ , C b b
ac ac ab ab
51:7 52:7 S3=7 S4=7
Le centre de I'ensemble est (axe de symétrie : X; = 0 ! c¢f Q3):
( , _4¢ ,%g d¢ ,ac _aac  aac aab aab
v, _2SXe _—3t3zs2—3Stzh 3 tzyo3gtzy o
“Tys S1+ S5+ 53+ 5, ac , ac a_b+@
2 2 2 2
) b b cac , cac bab bab
.c c
v =ZSiY(§:§51+§52—§53—§54=§7 32 32 32 _¢2-b* _(c—b)b+o)
¢Tys, S1+S8,+S:+8S, ac , ac , ab , ab 3(b+c) 3(b+c¢)
L S+t +
2 2 2 2
XG=0
v c—b
67 3

Question 3: Que peut-on dire de I’abscisse X de ce centre ?
Elle est nulle, c’est normal car G est sur le 'axe de symétrie du cerf-volant.

Question 4: Donner le torseur de I’action du vent sur le cerf-volant en G en fonction

dea, b,cetp

On a une répartition de pression uniforme sur une surface plane :
- Larésultante vaut : R = fSpEdS =pSz=p(S;1+ S, +S3+S,)z=alb+ c)pz

- Le moment au centre géométrique de la surface totale est nul :

{a(b + c)pZ}
0 Jg
Question 5: En déduire I’expression de ce torseur en O
B
. ap(c? — b?)
AR CCh L T i I 3
pos ¢ J, |2y 0 0
3 0 a(b+c)p 0 0
B B - ®
R 4 0 a(b +c)p
Mo(R) = Mg(R) + OGAR = 0GAR = Y; | A 0 = 0
0 a(b +c)p 0
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Exercice 3: Disque troué y

04 = X% + Yy

v

<
@}
=

Question 1: Déterminer les coordonnées X; et Y; du centre géométrique G de la
surface étudiée en fonction de X, Y, ret R

On est en présence de deux surfaces simples : deux disques
On connait leurs surfaces et leurs centres :

Disque plein Disque creux
Rayon R Rayonr
Centre {xp =0 {xc =X
Yp =0 Ye =Y
Surface S, = mR? S, = —nr?
Le centre de la surface trouée est donc obtenu en utilisant la formule suivante :
¥ _ Xp*SptxcxS.  0xmR?—Xxmr? Xmnr? 5 r?
6= Sp+Sc ~ mR%—nr? T mR2—mr? T RZ—p?
v _yp*Sp+yc*SC_0*nR2—Y*nr2__ Yrr? __y r?
¢ Sp+S¢ ~ mR?2—-mr?  mgR?—mr?  R2—r?2

Question 2: En déduire le torseur de I’action de la pression sur cette surface en O en
fonctionde X, Y, retp

Comme la répartition de pression est uniforme, on sait que le moment de cette répartition en G est
nul.

— -

(1,5} = {(Sp + Sc)pf} _ {n(R2 - rz)pi’} _ { n(R* —r®)pZ }
p=s G 0 G T[(Rz - rz)p(_XG}-; + YG)_C)) 0

U 2. (¢ o 0 ® n(R* —r®)Ysp
My(R) = Mg(R) + OGAR = OGAR = (YG) /\( 0 > =| —n(R? —=r¥)X;p

0 n(R? —1r?)p 0
r? %
— 2 _ 4.2 B
0 mRE =Y e P —nYr?p
My(R) = r? =\ nXr?p
2_ .2
mRE = 1)X o 3P 0
0
0 —-nYr?p s
{Tyos} = 0 Xr?p

T(RZ—71%)p 0 o
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Question 3: En supposant que l’action sur la surface trouée est équivalente a une
action de pression sur la surface de rayon R non trouée et d’une action opposée sur le
disque de rayon r, obtenir plus rapidement le méme résultat

Action sur le disque plein S; Action sur le disque vide S,
Centre de la surface : A
Répartition de pression constante :
0 0®
Centre de la surface : O {Tp—>52} = { 0 5 0}
Répartition de pression constante : —pnr® 0),
0 03 C’est donc une « force en A » valant —pmr?
{T s } =) 0 0 On la change de point, soit avec Varignon, soit
poi prR? 0 o « a la main » avec bras de levier et sens du
moment
0 —n¥r?p s
{Tpos,} =4 0 nXr?p
prr? 0 0
Soit :
0 —nYr?p s
{Tyos) = 0 Xr?p

(R —71%)p 0

Faire comprend aux éleves qu’il faudra étre capable de faire ¢a !!!
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Exercice 4: Potence
L
A
2 e

T

I
v
h“ b

H 1
’?: 2
|
|
P .L 0 X
\ 4
D

Question 1: Déterminer le torseur de I’action de la pesanteur sur la partie 1 au centre
G, de la partie 1 dont la position sera précisée, le tout en fonctionde p, H, 1, Ret g

(XG1 =0
Y;, =0
H

ZGl =§

V, = HnR? — Hnr? = Hn(R? —r?)
Le moment est nul en G car la répartition est uniforme et G; est le centre géométrique du volume

concerné.
—pHm(R* — rz)gf}

—pV 97
=757, =
)= {75% 0

Remarque : la répartition de force volumique de gravité étant constante, on a :
dF = f,dV = —pgdVZ

R, = fﬁ = fpngE = —pgz f v =Vyf, = —pVygZ
Vi

Gy

V1 V1
Question 2: Déterminer le torseur de I’action de la pesanteur sur la partie 2 au centre

G, de la partie 2 dont la position sera précisée, le tout en fonctionde p, e, Let g

( D L
£ =513

V, = Le?
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Le moment est nul en G, car la répartition est uniforme et G, est le centre géométrique du volume

(T} = {szgZ} :{—pong}

0 G,
Remarque : la répartition de force volumique de gravité étant constante, on a :

R—z) =Vaofy = —pVagZ

concerné.

Question 3: En déduire le torseur de I’action de gravité sur la potence en 0 en fonction
des données précédentes

{Tgorv2} = {Tygor} + {Tyo2}

(1) = {—pHn(R2 — rz)gi’} _ {—pHn(R2 — rz)gi’}

0 6 0 0
0\® 0 B 0\ 3
Mo (R;) = Mg, (Ry) + 0G,AR; = 0G,AR; = | 1 /\( 0 ) = (o)
> —pHm(R* —12)g 0
Le’gZ —ple*gZ
{Tyn2) = {p g} ={D+1
Gy —pLe gy
B
D+1L 0 ® 0 B
Mo(R;) = Mg, (R;) + 0GiAR, = 0GiAR, = 0 A0 =| ——pLe?g
e —plLe?g 2
H-- 0
2
_ 2 2N.2 —pLe?gZ —pglHm(R? — %) + Le?]Z
{Tgﬁwz}={ pHR(R™ =1 )gz} +{D+1L = D+1L
0 0 —pLe gy —pLe gy
(0] (0]

Question 4: Déterminer le torseur de I’action de la gravité sur la masse suspendue en
O en fonction de m, g et x

—-mgZ mgz

e = {757, = (g,
Mo (F) = My (F) + OAAF = 0G;AR; = /\( 0 ) =<mgx>
—mg 0

Question 5: En déduire le torseur de I’action de la gravité sur |’ensemble
Potence+Masse suspendue en O en fonction des données précédentes

{Tgorvzum} = {Tgorvz2) + {Tgom}
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—pg[Hm(R? — %) + Le?]Z —ma?
{Tg—>1U2Um} = D+L 9 o +{ g%}
TpLe gy mgxyJ,
0
—[p[Hr(R? —r?) + Le?] + m]gZ
T, = D+1L .
{Tg-1020m} (—2 plLe? + mx) gy

0
Question 6: Déterminer la valeur numérique de la résultante R et du moment

maximum M en O de I’action de la gravité sur I’ensemble étudié

On prend la masse la plus grande : m = 500 kg
A la distance la plus importante : x =4 m

R = [p[HT(R? —12) + Le?] + m]g
R = [7500 * [3 * m(0,5% — 0,4%) + 4 * 0,5%] + 500] = 9,81
R =140888,5N

D+L
M= (TpLe2 +mx)g

_(2*0,5+4

* 7500 * 4 * 0,52 + 500 * 4) * 9,81
M = 203557,5N.m
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Exercice 5: Etude d'une grue
k2 (x) k' (x)
A C
B
P
Q =
k3*(y)
i |
g 7
70

Question 1: Déterminer le torseur de cette action en 4

y G = —ky

L
de f kdxy——f y =—plLy = —Ay
0

dM0 =0P /\ dR = x% A — kdxy = —kxdxZ

— — 12
M,y =fdM =f—kxdx2’= —kfxdx2= —k?i’
0 0

Question 2: Déterminer le point ol le moment de cette action est nul

Soit P’ d’abscisse X :

_— -
=0
2

Mp =M, +P'ANR =—k—z+( X%) A (=kLy)

2
—

MPI = —k?§+ kLXEZ —E(LZ - ZLX)E

Page 11 sur 17



Derniére mise a jour TD Denis DEFAUCHY

02/04/2020 Statique TD1 - Correction
My =0

k
@—E(LZ—ZLX) =0

IZ2—2LX=0
L—2X=0
_L
X=3

On a donc le moment d’une répartition uniforme nul au centre de cette répartition, c’est un résultat
gue nous avons montré de maniere générale dans le cours.

Question 3: En déduire un nouveau modeéle plus simple pour représenter I’action de
la force répartie étudiée

y f@) = —ky yooo3 -
< »l| F=—-kLy
7 i ¢ / X
L Z L

~| =

L

. k . kL? L, .

xdxy = —fodxy =———y=—kzy=—Ay
0

L L
ﬁ:fﬁ’:f—
0 0

S . x k
dM, = OP AdR = xX A —kzdxf/ = —szdxf
L L L

F—JW—J  yrdxz = kj raxi=—FE i k2
W = = Lx XZ = I x“dxz = LBZ_ 32

0 0 0
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Question 5: Déterminer le point ol le moment de cette action est nul

Soit P’ d’abscisse X :

My =0
. 2 . L
MP,=MA+P’A/\R=—k?z+(—Xx)/\(—k§y>
. L2, L ., k., .
MP/:—k?Z-l'kEXZ:—g(ZL —3LX)Z
My =0

k
= —E(ZLZ —3LX)=0

212 -3LX =0

2L—-3X=0
2
X—§L

Question 6: En déduire un nouveau modeéle plus simple pour représenter I’action de
la force répartie étudiée

s Vo5
— - kL _,
F = —7}7
= > 2
Z .
A L B A i

Question 7: Compte tenu des résultats précédents, déterminer un nouveau modele
plus simple pour représenter I’action de la force répartie étudiée

La résultante vaudra :

y

W]~
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Question 8: Proposer un nouveau modeéle de la grue comportant uniquement 5
résultantes représentant I’ensemble des charges qui s’appliquent dessus

F3
Ll Ly
A '3y 3 (' C

. kLy. B
1=F1y=—7y p
— . kLg
F2=F2y=—7y
F3 = F3y = —kHy Q F, Fq

v |

0

/A

Question 9: En déduire le torseur des actions de la gravité sur I’ensemble de la

structure en O

A 0 J, 0 Jo 0 J¢ 0 ’¢
kL . kLg .
—Qy 27 —kHy 27 ~Py
=) a4 ()
b7, " koo [ UG Sy ) kbakaf TlopLal,
2 377, 2 37,
Ky ko |
—-Qy 2 —kHy 2 —Py
L A T B e R Rl
LgZ],, kngi 0 J, _deZZ —PL47),,
6 0 6 0]
kL L
—<Q+P+Tg+—d kH);?
{T} =
d

kL% kL
QLg +——)Z—(PLa+

Chaque résultante qui s’applique en un point d’abscisse X s’écrit sous la forme :

— N

R =Ry

Mo (R) = My(R) + OAAR = OB AR + BAAR = Hj ARj + XX ARy = X% ARy = XR7
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Exercice 6: Restaurant sous-marin

0 X
Question 1: Déterminer le torseur {dT} de I’action de I’eau sur la structure en O dans
la tranche de longueur dy

Résultante Moment
dR = —pdydle; = —pRdye, do
dl = Rdf
Vs T
R = de = | —pRdye,d6 = —pRdy | e,db dM, = OP A dR = R&; A —pRdye; df
r 0 0 IV =0
e, =cosOX+sinfZ _)dMO_O ~
N T 4 MO = f dMO = 0
R=—deyfcos@d9f+.[sin9d9§] r
. 0 0
R = —pRdy|[[sinO]FX — [cos 0]F Z]
R = —2pRdy?
o 0 0
(L ]
0 o (=2pRdy 0),

Question 2: En déduire un modele simple de I’action de I’eau sur la tranche étudiée
On peut remplacer I'action répartie sur la tranche du cylindre par un « effort ponctuel en plan » ou un
effort linéique sur la droite passant par O et paralléle 3 Z: (0, 2)

/\ P j N

2pR

0 X 0
Question 3: Montrer en particulier que la valeur de cet effort (par unité de

f(ongueur)
est liée a la « ligne » de longueur L, = 2R correspondant a la projection de la baie

R=-2pRZ = —pL,Z
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Question 4: Compte tenu de I’étude précédente, proposer un modele simple sous
forme d’action linéique pour représenter I’action de I’eau sur la structure étudiée

dF = k(y)dy = —2pRZdy
k(y) = —kZ = —2pRZ

Question 5: En déduire un modele de l’action de lI’eau sous forme d’une action

ponctuelle R en un point A dont la position sera précisée

R = —LkZ = —2pLRZ
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Question 6: En déduire le torseur {T} de I’action de I’eau sur la structure en O

—2pLRZ —2pLRZ
@ ={75 = Corret
0 4 —pL“Rx 0

Méthode intégrale inutile ici :

Résultante Moment
dM, = OP AdR = yy A —kZdy = —ykxdy
N L L
dR = —kzZd — — N N
L Y M, = fdMo =f—ykxdy = —kfydyx
R= fﬁ = f —kZdy = —kLZ = —2RLpZ r ° 2 0
r 0 M, = —k— %= —pL2R%

Question 7: Montrer que la valeur de cette résultante est liée a la surface projetée
Sp = 2RL

R = —2RLpZ = —pS,7
Question 8: Déterminer la valeur numérique de la résultante de cette action

R = 2RLp = 2RL(py + pgh) = 2 * 2,5 x 15 % (101325 + 1000 * 9,81 * 10)
R = 2RLp = 2RL(p, + pgh) = 75 = 199 425 = 14 956 900 N

Question 9: Donner la relation liant [ —pndSet [, —pndS

ﬁ=f—pr‘id5+ f—pﬁds= 0
S s’

Question 10: En déduire I’expression de la résultante de I’action de pression sur le
demi-cylindre S en fonction de p, Ret L

J—pr_idS = —j —pndS = —f —p(—=2)dS = —prdS = —pf dSZ = —2RplLZ
s 5 5 5 5
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